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Capitulo 9

Ecuacion de ondas unidimensional

9.1 Deduccion de la ecuacion de ondas

Suponemos que una cuerda flexible se tensa entre dos puntos del eje x, digamos
=0y x =1[. La cuerda se deforma a una cierta curva v = f(x) en el plano zu
y luego se suelta.

Figura 1

Problema: Determinar la curva u(z,t) en que se deforma la cuerda en un in-
stante ¢ posterior.

Hipoétesis Adicionales:

e La vibracién subsiguiente es transversal; es decir cada punto de la cuerda
tiene coordenada x constante; de modo que su coordenada u depende solo
de z y del tiempo. De esta forma el desplazamiento de la cuerda a partir
de su posicién de equilibrio viene dado por cierta funcién v = u(zx,t) y sus

derivadas:
0
8_1; velocidad de la cuerda
62
—815?; aceleracion de la cuerda

27



28

Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

Consideremos el movimiento de un pequeno fragmento de cuerda de longitud
Az. Sila densidad de masa lineal es m = m(x), la masa de este fragmento
es m Az, y la segunda Ley de Newton dice que la fuerza transversal F que
actua sobre él es

*u
F=mArx — - 9.1
mAT - (9.1)
Como la cuerda es flexible, la tensién T = T'(x) en cualquier punto esta
dirigida a lo largo de la tangente y tiene componente igual a 7 sen (0) .

Figura 2

Suponemos que el movimiento de la cuerda se debe solo a la tensiéon. Luego
F es la diferencia entre los valores de T sen (f) en los extremos del fragmento,
es decir, FF = A(Tsen (6)). As (9.1) queda de la forma:

0%u
A(Tsen () = m Ax 5 (9.2)
Si las vibraciones son relativamente pequefias, de modo que 6 es pequeiio,

sen (#) es aproximadamente igual a tan(f) = a_u Reemplazando esto en (9.2)
T

obtenemos: 5
U
allg) o 0.3
Az - ot? )
y haciendo Az — 0
0 ou 0%u
—(T=] = m —- A4
o0x ( 63:) mn ot? (9-4)

Asumimos que m y T son constantes, obteniéndose

» Pu_ Pu e
C 92 = 92 con Cc = m

que es la ecuacién de ondas unidimensional.
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Buscamos una solucién u(z,t) que satisfaga las condiciones de frontera
u(0,t) = 0, wu(l,t) =0 (extremos fijos)

y las condiciones iniciales

ou
Observe que si g(z) = 0, entonces la cuerda estd en reposo al momento de
soltarla y su forma viene dada por el grafico de la funcién y = f(x).

De esta forma nuestro problema es:

Uy = C Uy 0<z<I te R
u(z,0) = f(x) u(z,0) = g(xr) 0<z<I (9.5)
u(0,t) = u(l,t) = 0 teR"

9.2 Fdérmula de d’Alembert

Proposicion 9.2.1 Sean F,G : R — R funciones continuas por partes y dos veces
derivables. Entonces cualquier funcion de la forma

u(z,t) = o[F(z+ct) + F(z —ct)] + g /:J;:tG(T)dT

verifica la ecuacion
_ 2
Uy = C Ugy -

Demostracion. En efecto:

u = afF'(x+ct)-c—F'(z—ct) ]+ é[G(ac-l-ct) -c+ Gz —ct)- (]
uy = ac’[F"(x+ct)+ F"(z —ct)] + ﬁc%[G'(ac +ct) — G'(x — ct)]

uy = of[F'(z+ct)+ F'(z—ct)]+ é[G(l’ + ct) — G(z — ct)]

B

Uy = a[F"(z+ct)+ F'(z—ct)) + E[G’(x +ct) — G'(z — ct)]

2
Ut = C Ugg
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Proposicion 9.2.2 Sean F,G : R — R funciones continuas por partes y dos veces
derivables. Entonces cualquier funcion de la forma

1 1 T+ct
u(z,t) = §[F(m +ct)+ F(x — ct] + % /x_ct G(r)dr

con F(z) = f(z) y G(z) = g(x), para 0 <z <1 verifica

Uy = gy
u(z,0) = f(x), u(z,0)=g(x) 0<z<I.

Demostracion. En efecto, para 0 < x <[, se tiene

(@, 0) = %[F(x) +F@)]+0=F(z) = f(z).
w(2,0) = %[F’(a: bet) o F'(z —ct) - /umo +
S [Ga+ct) e+ Gla— ) - clfimo
= 0+ [G(2) + G(@)] = Gle) = g().

9.2.1 Funciones pares, impares y periodicas

Recordemos que una funcién F : R — R se dice impar (resp. par) si F(—z) =
—F(z) (resp. F(—z) = F(z)) para todo z € R.

Por otra parte F' : R — R se dice periédica de periodo 7', si T es el menor
nimero positivo que verifica F(x +7T) = F(z) para todo z € R.

Observaciones 9.2.3 Los siguientes resultados son inmediatos.

1. Si F: R — R es una funcién derivable, entonces que F' sea impar (resp. par)
implica que F” es par (resp. impar).

2. Para definir una funcién periédica de periodo 27, digamos F', basta definirla
en el intervalo [—T,T] y especificar que verifica F(z +2T) = F(x), para
todo z € R

3. Suponga que F': R — R es periddica de periodo 27. Entonces

F(-z) = —F(x) VYze|[-T,T] = F esimpar,
F(-—z) = F(z) Vze[-T,T] = F espar.
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Definicién 9.2.4 Una funcion F : R — R se dice impar (resp. par) en k si la
funcion trasladada en k

F:R—-R F(x)=F(z+k)),
es impar (resp. par)
Luego F : R — R es impar (resp. par) en k si
F(—x+k)=—-F(x+k) (resp. F(—z+k)=F(z+k)) VzeR

Observacion 9.2.5 Si F' es impar (resp. par ) y periddica de periodo 2[, entonces
F también es impar (resp. par ) en /.

En efecto, en el caso impar
F(—z+1) = F(—x+1-2l) = F(—z—-1) = —F(z+1),
y en el caso par

F(—z+4+1) = F(—z+1-2l) = F(—z—-1) = F(z+1).

9.2.2 Problema de ondas homogéneo con extremos fijos

Consideremos el problema (9.5). Teniendo en cuenta las proposiciones (9.2.1) y
(9.2.2), debemos considerar funciones F,G : R — R continuas por partes y dos
veces diferenciables, que verifiquen F(z) = f(z) yv G(z) = g(z) para todo
0 <z <. El siguiente paso es imponer condiciones adicionales a estas funciones de
modo que si

1 1 T+ct
u(z,t) = 5[F(:v-i—ct) + F(z —ct)] + 2—/ G(r)dr,
C Jx—ct
también se verifiquen las condiciones de frontera u(0,t) = wu(l,t) = 0 para todo

t>0.

Afirmacion. Esta condiciones se verifican si F' y G son funciones impares y
periodicas de periodo 2.
En efecto, en este caso

ct

u(0.1) = S[F(et) + F(-et)] + o [* G(rdr = 0,

C J—ct
y
1 1 pltet
w(l,t) = ~[F+c) + Fll—ct)] + — / G(r)dr
2 C Ji—ct

= %[F(l-ﬁ—ct) + F(=l—ct)] + %/Ct G(s+1l)ds = 0,

C J—ct

ya que la funcién h(s) = G(s + 1) también es impar (h(—s) = G(-s+1) =
G(—s—1) = =G(s+1) = —h(s)).
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Definicién 9.2.6 Dada h : [0,]] = R continua por partes, se llama extensién
impar de periodo 2/, de h, a la funcion periddica de periodo 21 h; : R — R
definida por:
h(zx) st 0<zx <l
hi(x) =4 0 si =0
—h(-=z) st —l<z<0

hi(r +2l) = hi(z) VzeR.
De esta forma la funcién

u(e,t) = Sl +et) + file—el + o [ gilr)dr

—ct

es solucion del problema de ondas homogéneo con fronteras fijas

Uy = C*Uyy 0<z<IlteR"
u(z,0) = f(x) u(z,0) =g(z) 0<z<I
u(0,t) = u(l,t) =0 t>0.

donde f; y g; son las extensiones impares de periodo 2/ de f y g respectivamente.
Ejemplo 9.2.7 Considere una cuerda de longitud m, fija por sus extremos, que
parte del resposo con un perfil inicial dado por la funcién f(z) = z2. Obtener la

forma de la cuerda en el instante .

Nuestra ecuacion es

Uy = gy, 0<z<m, t e R,
u(x,0) = 2%, w(z,0)=0, 0<z<m,
u(0,t) =0,  wu(m,t)=0, teRY,

Entonces 1
u(z,t) = 5 [filz +ct) + fi(zx — ct)]
donde f;(z) es la extensién impar de perfodo 27 de f(z) = z?. Es decir

—x22 si —w<x<0
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Por ejemplo si c =1
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9.2.3 Problema de ondas homogéneo con extremos libres

Corresponde a la ecuacién

Uy = Cugy, O0<z<l, teRF (9.6)

u(z,0) = f(z), wu(z,0)=g9(z), 0<z<lI )
ug(0,t) = ugy(l,t)=0 teR" (9.8)

Como sabemos cualquier funcién de la forma

u(z,t) = % [F(z+ct) + F(z —ct)] + %C/;t:t G(r)dr

F(z) = f(z), G(z) = g(z), VO<z<l
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es solucién de la ecuacién (9.6) y verifica las condiciones iniciales (9.7).
Observe que como

wl0,8) = S [F(et) + F(-e)] + o [G(ct) — G(~et)]

si F' es impar y G es par, obtenemos u,(0,%) = 0.
Por otra parte como

wllyt) = S[F(+er) + F—a)] + o [GU+et) — G- e,

obtenemos u;(l,t) = 0, si ademds F' y G son periédicas de periodo 2I.
Luego necesitamos F, G : R — R tales que

F/0,]=f, G/0,l]=g,
que las funciones F//[—[,l] y G/[—[,l] sean pares, y que
Fx+2l) = F(z), Gxz+2l) = G(z), VzeR

Definicién 9.2.8 Dada h : [0,]] = R continua por partes, se llama extensién
par de periodo 2/, de h, a la funcion periodica de periodo 21 h; : R — R definida
por:

h(z) si O<z<l

h(—z) si —l<xz<0

hi(r +2l) = hi(z) VzeR.

De esta forma F'y G deben ser las extensiones pares de periodo 2/ de f y g¢
respectivamente.

Ast la solucién de (9.6) que verifica las condiciones iniciales (9.7) y las condiciones
de frontera (9.8) es

1 1 T+ct
u(z,t) = E[fp(ar—i-ct) + folz —ct)] + 2_c/z—ct gp(t)dt,

donde f, y g, son las extensiones pares de periodo 2/ de f y g respectivamente.

9.2.4 Problema de ondas homogéneo con extremos semi-
libres

Corresponde a la ecuacién

Uy = CoUgy 0<z <l t e R
u(z,0) = f(x) ug(z,0) =g(z) 0<z<I
u(0,t) = uy(l,t) =0 te€RF
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Consideramos como antes una funcién del tipo

u(z,t) = - [Flz+ect) + (x—ct)] + l/;rd G(t)dt ,

26 —ct
= g(z), para todo 0 <z <|.

DN | =

con F(z)=f(z) y Gz

~—

Examinemos primero las condiciones iniciales. Debemos tener

u(0.8) = S1P(e) + F(-et)] + o [ Gt = 0.

CJ—ct
Para que esto se cumpla es suficiente que las funciones F' y G sean impares.
También

ug(l,t) = %[F’(H—ct) + F'(l—ct)] + %[G(l—kct) — Gl —ect)] = 0.

Observe que esto se verifica si F'(I —ct) = —F'(I+ct) y G(l — ct) = G(l + ct).
Esto se logra si F' es impar en [ y G es par en [.
Luego debemos pedir que F' y G sean impares (en cero) y que sean pares en /.

Definicién 9.2.9 Dada h : [0,l]] = R continua por partes, se llama extensién
impar en 0 y par en [ de periodo 4/ de h, a la funcion periddica de periodo 4l
hip : R = R definida por:

( h(20 — ) <z <2l
h(z) st 0<x <l
hip(z) =< 0 st x=0

—h(—x) st —l<zx<0

[ —h(2l + ) 20< < -]

Afirmacion 1.  h;, es impar.
Demostracién.  Claramente la funcién h;, es impar en [, [].
Sea x € [1, 21]. Entonces —x € [-2], -1] y

hip(—z) = —h(2l —2z) = —hip(z).
Similarmente si z € [-2l, -1], tenemos —z € [1, 21|, y
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Afirmacién 2.  h;, es par en .
Demostracién.  Tenemos que demostrar que hi,(—x +1) = hiy(x +1).
Si z €10,1], entonces —z+1€[0,1]y z+1€ I, 21]. Luego

hip(=x +1) = h(—z+1), vy  hypl@+l) = hRl—z-1) = h(l—x).
Por lo tanto h;y(—x +1) = hiy(x +1) para 0 <z </I.
Si z € [], 0], entonces —x +1€[l,2l]y z+1 € [0,]]. Luego
hip(—z+1) = h(2l = (—z+1)) = h(l+2z), ¥ hip(x +1) = h(x+1).
Asi hijp(—z +1) = hjp(x+1) para -l <z <0.
Para z € [1, 2l], tenemos —x +1 € [-],0]y = — 3l € [-21, -1]. Entonces
hip(—z +1) = —h(z—1), ¥y

hip(+1) = hip(z+1—41) = hyy(x —31) = —h(2+z—31) = h(z—1).

Luego hjp(—z +1) = hyp(z+1) para | <z < 2L
Finalmente si z € [-2 1, -1, entonces —x —3l € [-121,-l]]y x+1 € [-], 0]. Por lo
tanto

hip(—=z+1) = hip(—z+1—4l) = hip(—x-3l) = —h(2l+(—z-3l)) = —h(—-z-1)

y  hip(z+1) = —h(—z-1).

De esta forma también h;,(—z +1) = hiy(z +1) para -2l <z < —L.

Luego F'y G deben ser las extensiones impares en 0 y pares en [ de periodo 4/
de f y g respectivamente.

Asi 1a solucién del problema de ondas homogéneo con frontera semi-libre es

u(r,t) = %[fip(l"l-ct) + fiplz —ct)] + —/Wt Gip (T

donde f;, y gip son las extensiones impares en 0 y pares en [ de periodo 4/ de fy g
respectivamente.

Ejemplo 9.2.10 Encuentre la solucién del problema de ondas

U’ttZCQU:cwa 0<z< —, te R
u(z,0) = sen(z), w(r,0)=1, 0<z<

Uz (0, 1) :u(g,t) 0, t>0.

N0

Tenemos
f(z) = sen(z),  g(z) =1,

y por lo tanto, la solucién es
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1 T+ct
u@,t) = 3 fule+ct) + fulw—c)] + 5= [ gu(r)ar,

1
2 r—cC

. . 7T ,
donde f,; ¥ gpi, son las extensiones pares en 0 e impares en 3 de periodo 27 de las

funciones sen(zx)/[0, g] y 1/]0, g], respectivamente.

Observacion 9.2.11  En el caso de fronteras fijas:

Uy = CUgy, 0<z<l, teR"
u(z,0) = f(x), w(z,0)=g(x), 0<z<I
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0,

encontramos la solucién

ule,t) = SliGre) + fw—a) + o [ g,

r—ct

donde f;, g; son las extensiones impares de periodo 2/ de f y g, respectivamente.
Los desarrollos en serie de Fourier de f; y g; son:

fi(z) ~ i by, sen ("lﬂ) con b, = % /Ol f(s)sen (#) ds

u=1

= nnz 9 [l
gi(x) ~ Z B, sen (T) con B, = 7 /0 g(s) sen (T) ds .

u=1

Reemplazando las funciones f; y g;, por sus respectivas series de Fourier tenemos

u(z,t) = %i b, [sen (nl_w(x +ct)> + sen (?(z — ct))] +
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Por lo tanto

u(z,t) = > [bn cos (?t) + B, sen (?t)] sen (nwa) :
n=1

Cada término de esta serie puede considerarse como una onda estacionaria. Por
ejemplo:

e, o (55) + e (5) o (7

. m . 1. . .
es una onda senoidal (sen 733 ) multiplicada por una amplitud que varia con el

tiempo.

Figura 4

. 2T ) .
Para n = 2, tenemos una onda senoidal sen (Tx) por una amplitud que varia con

el tiempo. Aqui existe un nodo en x = 3 que nunca se mueve.

Figura 5

Para n = 3, tenemos dos nodos y la figura

Figura 6
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;. , . ) nm .
En general el n-ésimo término es una onda senoidal sen Tx por una amplitud

que varia con el tiempo, con n — 1 nodos.

Asi la solucién u(z, t) puede interpretarse como la superposicién de infinidad de
ondas estacionarias.

También existen ondas viajeras asociadas con la ecuacién de ondas. Estas surgen
en forma natural de la solucién de d’Almbert de la ecuacién de onda para una cuerda
nfinita.

Problema: Resolver:

Uy = CPUyy z,t € RT
u(z,0) = f(z) u(z,0)=g(zx) z€RF

Claramente la solucién de d’Ambert es

ue,t) = L@ +et) — fla—e)] + 2ic/+: g(r)dr.

Por ejemplo, supongamos que

z+1 —-1<z<0
g(x)=0, yque f(r) =< —z+1 0<z<1
0 lz| > 1.

Entonces u(z,t) es la suma de las ondas viajeras
1 1
if(x—i-ct) y if(:v—ct)

Para t = 0 estan superpuestas

Figura 7

Cuando t aumenta, las dos ondas se separan entre si con velocidad 2c¢. Las
Figuras 8 y 9 corresponden a los casos t = % yt= %, respectivamente.

Figura 8
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Figura 9

9.3 Ejercicios resueltos

Ejercicio 9.3.1  Una cuerda tensa de guitarra de longitud 4 esta fija en sus ex-
tremos. Con los dedos la desplazamos una pequena distancia 0.3 en el punto z = 3,
la soltamos con velocidad g(z) = 2z y la cuerda comienza a vibrar. Encuentre
el desplazamiento vertical u(z,t) de cualquier punto z para cualquier instante .
También calcule u(5, 1) para ¢ = 2.

Solucion. La correspondiente ecuacion de ondas es

o%u , 0%
ﬁ = C@, 0<x<4, t>0
u(0,t) = wu(4,t) =0, t>0

0.1z 0<z<3
u(z,0) = f(x) :{_0,395-1-1.2 3<z<4

ut(z,0) = g(x) = 2z, 0<z<A4

La solucion es
1

u(z,t) = %[F(m+ct)+F(x—ct)] + %/wmt:tG(T)dT,

donde F, G son las extenciones impares de periodo 8 de las funciones f, g respecti-
vamente.

Luego

—03z—-12 —4<zxr<-3
F(z) = ¢ 0.1z —3<z<3 F(z+8) = F(z),
—03z+1.2 3<zx<4

G(zr) = 2z, —-4<z<A4, Gx+8) = G(z).
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Ahora si ¢ =2
1 1 1 1 1 [5+3
us,7) = IFG+3)+F6-3) + 1/5% G(r)dr
1 1 1 1 3+3
= S[F(=34 )+ F(=3—-= _/ 2
2[F( 3+2)+ (-3 2)] + 1) TdT
1 1 1 1 1 1
= Z[0.1-(=3+=)—=03-(=3—-=)—1.2 “[(3—=2=)— ~)?
S101- (=34 5) =03+ (=3—2) =12 + [3-3)° =3+ )]
_ 8 3 _ 17
40 2 10

Ejercicio 9.3.2  Encuentre la solucién de la ecuaciéon
Pu Pu 0
ot? ox?
con las condiciones iniciales
u(z,0) = 0, uz,0) = 2°, 0<z2<1,
y las condiciones de frontera
uz(0,t) = 0 = uz(l,¢) t>0,
2 3
y calcule u(3,3).

Solucion. Sabemos que

uw,t) = 2 [Ha+1) + flo—1] + —/

donde f,, g, son las extensiones pares de periodo 2 de las funciones f(z) = 0y
g(zr) = 3, respectivamente.
Luego

2% si —1<2<0
oo w0 = {8 TREIE) v sl - a0 veer.

De esta forma

[

$

—~
\1

~—
U
=

—

Olor d|or (=)
=

[/ rdr + 2/ Pdr + /6T3d7']
() 2+ ()]

Col = N N =
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Ejercicio 9.3.3  Encuentre la solucién de la ecuacién
0%u 10%u
ot? 9022

con las condiciones iniciales

u(z,0) = 23
<z<
w(z,0) = 2 } para 0<z <2

y las condiciones de frontera
uz(0,t) = 0 = u(2,t) parat >0,

y calcule

Solucién. Tenemos
3 rotit

2 z—%t

1 1 1
uz.t) = SIF (:c+§t) + F(:c— gt)] + G(r)dr
con F,G las extenciones par en £ = 0 e impar en z = 2 de periodo 8 de las
funciones f(z) = 2® y g(x) = 2z, respectivamente.

Por lo tanto

(—f(d+z) = —(d+z)* si —-4<z< -2
_ f(-z) = —a3 si —2<z<0
Fz) = f(z = x? si 0<z<?2
| —f(d—2) = —(4—12)* =i 2<z<4
y
(—g(4+2) = -2M4+z) si —-4<zx<=2
B g(—x) = —2x si —2<z<0
G(z) = g(x = 2z si 0<z<2
| —g4—2z) = —2(4—2x) =i 2<zr<4
Finalmente
3 1 5 1 3 [
°3) = = (F(2) + F(= ° d
“(2’3> 2( (2) * (2)) T3k G(r)dr
1 5\3 13 3
= —|—(4-= - — [ 27d
2(( 2)+(2)>+2§TT
BV I
2\ 8 8 2\4 4
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Ejercicio 9.3.4  Considere la ecuacion de ondas

0*u 0*u

— = — 1, ¢

57 50 0<e<l, t>0
u(z,0) = x4+ Az, wu(z,0)=¢€"

uz(0,t) = u(l,t) = A.

Calcule el valor de la solucién cuando z = % yt= %

Solucién. Haciendo un cambio de funcién de la forma
u(z,t) = ax + S + v(z,1),
obtenemos

0%u 0%v Pu v

9zz o2 Y e T e
Adems3s
uz(0,t) = a + v,(0,t) = A = a = A,
u(l,t) = A+ +vl,t) = A = p=0.
Por lo tanto
u(e,t) = Av + vlz,),

donde wv(z,t) satisface

o _ &
o2 0z?
v(z,0) = z, wv(z,0)=¢€"
uz(0,t) = u(l,t) = 0.
De esta forma
1 1 patt
v@t) = SIF@+)+Fa—t) + 5 [ Glrdr
2 2 Jz—t

con F,G las extenciones par en x = 0 e impar en z = 1 de periodo 4 de las
funciones f(z) =z y g(x) = e*, respectivamente.

Por lo tanto
11 5 1 1%
7 (5) )]+ 2/ G(r)dr

(41)_
"\3'2) 7

1
2
AP+ e s 3 oo

Pero
—x —1<z<0 e " -1<z<0
x 0<z<l1 e 0<r<1
F@ =13 o z=1 Gla) =9 z=

x—2 l<x<?2 —e? 2 l<ax<?2
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Luego
)b e -3
6 6 6 6
lo que implica
41 11 1%
~ =) = =+ =/ ¢d —/ —e*7d
v<32> 3+2/geT+21 .
1 1 1,1 1 1 1 2
=3+ 5(61 —e%) + 5(65 —el) =3 - 56% + et
Finalmente
41 4 41 4 1 1 s 1
w(33) =54+2(33) =54 +35 -3¢+ 3¢
Ejercicio 9.3.5  Encuentre la solucién u(x,t) del problema
7r
uy = 4dugy + sen(z), 0<x<§,t>0
3 )
u(z,0) = 1 + o * + Zsen(x), uy(z,0) = 2?
u(0,t) = 1, u(z,t):l
2
y calcule u (%, %)
Solucién. Hagamos un cambio de funcién de la forma
u(z,t) = v(z,t) + H(z).
Entonces H(z) debe verificar
4H"(xz) + sen(z) = 0
3 1
HWO) =1 = H(z) =1+ o + Zsen(x).
s m
Entonces v(z,t) debe ser solucién de
Vi = AUy
v(x,0) = sen(z), wvi(z,0) = z?
v(0,t) = v (it) =0.
2
Por lo tanto
1 1 pzt2t
oat) = S[Fla+20) + Fa—20] + [ G@r,
T—2t
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con F,G las extenciones impar de periodo 7 de las funciones f(z) = sen(z) y
g(z) = z?%, respectivamente.
De esta forma

F(z) = sen(z), —g <z < — G(z) =

F(x + 7)) = F(2), Gx + m) = G(z) VzeR.

Entonces

(II) _
“\2'3) T

Por lo tanto 3 1
T T T
— -] =H{(-) =1 — — - = 2.
“(2’3) (2) LT
Ejercicio 9.3.6  Demuestre que cualquier problema no homogéneo de la forma
Uy — CUge = A(x) 0<z<l,teRt
ug(0,8) =0 ; w(l,t)=0
u(z,0) = f(z) ; w(z,0)=g().

se transforma en un problema homogéneo con un cambio de funcién de la forma
u(z,t) = v(z,t)+ B(z).
Solucién.  Considerando este cambio de funcién obtenemos

Uy = Uy
Uge = Ugg + B(T).

Por lo tanto,
2 2 2 1t _
U — CUgy = Uy — C Vg — B () = Ax),

Luego debemos tener
A(r) + B"(z) = 0.

Adem3ds como

ur(0,t) = v,(0,¢) + B'(0), wu(l,t) = v(l,t) + B(l),
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para mantener las condiciones de frontera homogénea denemos tener
B'(0) = B(l) = 0.
Luego debemos encontrar B que verifique:

B'(z) + 7A(z) = 0
B0)=0 ; B(l) = 0.

Por lo tanto,

B(z) = él/ol (/OUA(s)ds>du - /Ow (/OUA(s)ds)du] .

Ejercicio 9.3.7 Resuelva el problema

utt—umm+1_$7 nggl, t>0
w(z,0) = 23 — 22?2 — 2z + 5, w(z,0) = 0

y calcule u (%, 7) .
Solucién Ponemos u(z,t) = v(x,t) + B(z). Entonces

Uy = Vi,
_ "
Uge = Uge + B'(2).

Por lo tanto,
" 1 3 1 2
B (a:)::r—1:>B(:c):6:Jc — 57 +cz+cy.

Ahora,
0 = uz(0,t) = v,(0,¢) + B'(0) = v5(0,%) + ¢4

Por lo tanto, tomamos ¢; = 0 y tenemos

1 1
OZU(I,t):’U(l,t)—i—é—i—f—CQ.

Ahora tomamos

y obtenemos

Entonces

4 1 1 1
g 3% —x-l—g=U($>0):U($a0)+6x3_§x2+§
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Luego v(z,0) =1—z.
0 = u(z,0) = v(2,0) = vy(x,0) = 0.
Asi nuestra ecuacién es:

Vi = VUge
v:(0,t) = v(1,t) = 0
v(z,0) = 1—z, wvz,0) = 0.

Luego
1
v(z,t) = §[F(l‘+t) + F(z —1t)],
donde F' es la extension par de f en 0 e impar en 1 de periodo 4. Es decir
142z —2<zx< -1
1+« -1<x<0
Fle)=91_3 0<z<1
11—z 1<<2.
F(zx+4) = F(x), Vz € R.
Finalmente
7 17_/7 7 T
o(37) = 5lF(a+7) + F(5-9)]
17../1 1
= Z|F(=+1 F(= —
3 [F(5+10) + #G-5)
17../1 1 T
= - |F(=-2 F{--1
(-2 + (G-
17_./-3 -1
- Z|p(=2 F(—Z
17 (3) + 7 (F))
17 3 1
= —[{1—= 1—-=
[0-3) + (1-3)]
1
= =[2-2
22
= 0.
Luego

Ejercicio 9.3.8  Resuelva
Uy = Ugg + 1T
u(0,t) = u(m,0)=0
u(z,0) = senz ; wuy(x,0) = 5sen(2z) — 3sen(5x).

usando un cambio del tipo: u(z,t) = v(x,t) + Ps(x)t, donde Ps(z) es un polinomio
cubico.
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Solucién. Poniendo Ps(z) = Az® + Bz?> + Cx + D y u(x,t) = v(z,t) + P3(x)t,
obtenemos
U = Uy

Ugy = Ugg +t(6Az + 2B)
= ’U;tt—tflj:?)tt—tfﬂ

. Entonces

D=

Para que la ecuacién sea homogénea ponemos B=0y A= —

1
Py(z) = —éx?’ +Cz+ D,

y como
u(0,1) = v(0, ) + P3(0)t = v(0,¢) + Dt

u(m,t) = v(m, t) + P3y(m)t = v(m,t) + (_?lw3 + Cm)t

para mantener las condiciones de frontera ponemos D=0y C = 1x2.

6
De esta forma tenemos
1 1

Ps(z) = —6x3 + 67%.

Examinamos ahora las condiciones iniciales

senz = u(z,0) = wv(z,0)
5sen(2z) — 3sen(5z) = w(x,0) = w(z,0) + P3(z) = w(x,0)— ga® + 7%z,

Luego
1
v(z,0) =senz y v (z,0) = bsen(2z) — 3sen(bzx) + 63:(:1:2 —7?).
Por lo tanto nuestro problema se reduce a:
Vy = Uzg
v(0,t) = wo(mt)=0
v(z,0) = senz ; w(z,0)=5sen(2z) — 3sen(5zx) + gx(2? — 7?).

Como sen(zx),sen(2x),sen(5z) son impares y de periodo 27 y la funcién g(z) =

éx(ﬁ — 7%) es impar, si consideramos la funcién G definida por

G(z) = gz),—m<z<7m, Glx+2r) = Gz) VzeR,

tenemos que

v(z,t) = %[sen(z +1t) +sen(x —t)] + % /$+t(5sen(27) — 3sen(57) + G(1))dr

r—t

= %[sen(:c +t) +sen(z —t)] — %[cos(Q(m +1t)) —cos(2(x — t))] +

3 1 po+t
1—0[cos(5(x +1t)) —cos(b(z —t))] + 3 /z G(r)dr.

—t
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Por lo tanto

u(z,t) = v(z,t) —tg(z)

= %[sen(a: +t) +sen(z — t)] — %[COS(Q(:L’ +1t)) —cos(2(x —t))] +

3[cos(5(az: +1)) —cos(b(z —1))] — E35(:162 —7?) + Lot

10 6 5 ), , ¢

Ejercicio 9.3.9  Resuelva la ecuaciéon de ondas

Uy — g = 0, 0<2<2, t>0
u(0,t) = u(2,t) =0, t>0
u(z,0) = 2 — 2 w(x,0) = 2> + 1, 0<z<?2

y calcule u (%, %) )

Solucién. Tenemos ¢ =2 y [ = 2. Consideremos las funciones
f@) = (z - 2)/ gl@) = (2> + 1)/

Entonces la solucién general es

[0,2)’ [0,2] "

1 1 T+ct
u(@,t) = S[F@ + 20 + Flo — )] + 7 [ Glr)dr,
2 4 r—ct
donde F,G son las extenciones pares en 0 e impares en 2 de las funciones f,g
respectivamente.

Por lo tanto

—fd+z) = —z—-2 s —-4<zx<-=2
f(=z) = —z—-2 =i —2<z<0
Flz) f(z) = -2 si 0<z<2
—fd—2) = z—-2 si 2<zx <4
y
—g(d+z) = —(4+2)?*-1 si —4<r<=2
_ g(-z) = z? +1 si. —2<z<0
Glz) = g(z) = 2 +1 si 0<z<2
—g(4—z) = —(4—-2)*-1 i 2<z <4
y

Por otra parte

1 11 1 1 1 1 %
u(g,g) . §[F<§+11> + F(i—u)] + Z/Jl G(r)dr.
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Pero
1 1 1
F - 1]_ = F — 3 = — 3—2 = —
G+1) = £(3+3) = 5+
1 1 1
F(--11) = F{--3) = ——+3-2 = —
G-1) = r(3-3) = 3+
y
2 10 2
/ G(r)dr = / G(r)dr + G(r)dr
_21 _21 6
2 2
s+d :
= / . G(r)dr = /SG(’T) dr
6+3 -3
1 3 1
= /%(’7’ +1)d7‘—§+7/_%—€
Luego
(111)_1[3+1]+119_4_3
"\r2) T2l2 2] "1 T u
Ejercicio 9.3.10 Usando el método de D’Alembert resuelva
utt:4um+2tx2, 0<x<3, t>0
u(0,t) = ugy(3,t) =0, t>0
11 1
u(z,0) = 0  uzx,0) = 5%~ ﬂx‘l, 0<z<3

y calcule u (%, 3) .

Indicacién. Haga un cambio de funcién del tipo u(z,t) = v(z,t) + tA(z).

Solucién.
Ut = Uy y
Luego debemos tener
1
A” — _- 2
(0) = 5@
Ademas
0 = u(0,t) =

0 = u,(3,1)

1 9
vy(3,1) + t(_633 + B) — B =

Con el cambio sugerido tenemos

gy + 2t2° = dvgy + 4tA"(z) + 2t2®.

1
——* + Bz + C.

Al@) = =54

v(0,t) + tC = C =0, y

3
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De esta forma el cambio de funcién es

1, 9
u(z,t) = v(z,t) + ¢ (—ﬂx + 53;) .

Por otra parte
v(z,0) = u(z,0) =0, ¥

1
vy(2,0) = u(x,0) + ﬂx‘L —

De esta forma nuestro problema es ahora

N | ©

r = x.

Utt:4vwwa OSJ)S?), tZO
v(0,t) = v,(3,t) = 0, t>0
v(z,0) = 0  w(z,0) =z, 0<z<3.

Asi
1 x+2t

v(z,t) = G(s)ds,

Z T—2t
donde G es la extension impar en 0 y par en 3 de periodo 12 de la funciéon z / 03"
Por lo tanto

—(6 + ) —-6<z<-3
Gz) =X = —3<r<3 Gr+12) = G(z) VzeR.
6—x 3<zr <6
Finalmente i, .
1 1 r% 1 7%
1)(5,3) = Z/_%G(s)ds =1 _Hsds == 0,

¥

lo que implica

(13)_3(_ii+?)_§
Y\2°) © 2416 " 4) T 128

Ejercicio 9.3.11  Resuelva el problema de ondas

Ut = Uz, 0<z
t

13 31
y calcule u (T’ E) .
Solucién. Como ¢ = 3 y I = 2, la solucién es

u(z,t) = %[F(x+3t) + F(z —3t)] + é /;:jt G(r) dr,
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donde F,G son las extensiones impares en 0 y pares en 2 de periodo 8 de las
funciones

flz) = $2/0§w§2 y glz) = z+ 2/0§w§2

respectivamente.
Por lo tanto

—(4 + x)? 4 << =2 —6—x 4 <zx< =2

—z? —2<2x<0 x—2 —2<z<0

F(z) = 72 0<z<2 Glz) =\ 249 0<2<2
(4 —1x)? 2<z<4 6—2x 2< <4

F(z+8) = F(z), Gz+8) = G(z) Yz eR.
Por otra parte

F(?—i—iﬁ%) — F(1) = F(3) = (4—3) = 1

13 31 1 1 1\? 1
= _3Z) = Fl-4—-2) = F(4-2) = (4—-4+=) = =
F(4 312) ( 2) ( 2) ( +2) 4’



