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Capitulo 8

Ecuaciones en Derivadas Parciales
y Formas Canodnicas

8.1 Introducciéon

Una ecuacién en derivadas parciales (E.D.P.) es cualquier expresién del tipo

F(T, Y, Uy U,y Uy, ooy Uy Ugyyy - .) =0 (8.1)

que contiene las variables independientes x,y, ..., una funcién incégnita u y sus
derivadas parciales sucesivas w, ty, Uy, - . ..

Si n es el nimero de variables independientes, la ecuacién (8.1) se considerard
definida en un cierto dominio D C R”.

Queremos encontrar funciones u(z,y, ...) que verifiquen (8.1) en D. Estas fun-
ciones, si existen, seran llamadas soluciones de la E.D.P. (8.1).

Llamaremos orden de (8.1) al mayor orden de las derivadas parciales que aparecen
en la ecuacion.

Por otra parte (8.1) se dice lineal, si la funcién f es lineal en u y en todas las
derivadas parciales de u.

Nos concentraremos en las E.D.P. lineales de segundo orden. A este grupo
pertenecen las llamadas ecuaciones de la Fisica Matematica: ecuacion de ondas,
ecuacion del calor y ecuacién de Laplace.

Cuando, ademds de lineal, la ecuacién estd definida en D C R?, su expresién
general es

Aluxx + AQUmy + A3uyy + A4uz + A5uy + AGu = g(l‘, y) (82)

donde A; = A;(z,y),i = 1,...,6 son llamados coeficientes de la ecuacién y g =
g(x,y) término independiente.

Si g(z,y) =0 en D, la ecuacién (8.2) se llama homogénea. En caso contrario,
diremos que la ecuacién es no homogénea o completa.
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8.2 Principales diferencias con E.D.O.

1. Para una ecuacién diferencial ordinaria (E.D.O.) lineal de orden n, la solucién
general depende de n constantes arbitrarias. En el caso E.D.P., en lugar de
constantes, ella depende de funciones arbitrarias. Por ejemplo, para

Ugy = 0,
la solucién general es u(z,y) = g(x) + h(y), con g y h funciones derivables
arbitrarias.

Para obtener de ella una solucién particular, hay que agregar condiciones que
permitan determinar g y h explicitamente. Esto en general puede ser mas
dificil que encontrar la solucién general. Por ello se consideran procedimien-
tos que permiten encontrar directamente las soluciones particulares que nos
interesan.

2. Para el caso E.D.O. lineales homogéneas de orden n, el conjunto solucion es
un espacio vectorial de dimension n. Para el caso E.D.P., el conjunto solucién
es también un espacio vectorial, pero de dimensién infinita.

Ejemplo 8.2.1 Consideremos la ecuacion
Ug — Uy = 0.
Para encontrar sus soluciones, hagamos primero el cambio de variables
r=x +vy, S=x —1UY.
Usando la regla de la cadena, obtenemos
Uy = UpTg + UsSy = Uy + U,
Uy = UpTy + UsSy = Up — Us,
y reemplazando en la ecuacion
us = 0.
La solucion general de esta ultima ecuacion es
U(T, S) = f(?”) )
y por lo tanto, la solucién general de nuestra ecuacién es
u(z,y) = flz+y),

con f una funcion diferenciable cualquiera.
Asi, para cada n € N, tenemos las soluciones:

1, (x +vy), (x+y)? ..., (z+y)",
sen(z +y), sen(2(x +vy)), ..., sen(n(xr+y)),
cos(x +y), cos(2(x+vy)), ..., cos(n(z+y)),

emty, e2@ty) . emEty)

y todas ellas son L.I.
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8.3 Clasificacién de las E.D.P. de Segundo Orden

Consideremos la ecuacién
Aluxx + AQUmy + A3uyy + A4U/I + A5uy + AGu - g(l‘, y) (83)

donde cada A; = A;(x,y),i = 1,...,6, es una funcién continua definida sobre un
dominio D C R?.
Haciendo una analogia con la ecuacion de una conica en el plano:

Ay + Agay + Ay’ + Ayx + Asy + Ag =0
diremos que (8.3) es, en D:
1. hiperbdlica si  (A2)? — 44,43 > 0 (en D)
2. parabolica si  (Ap)? — 44,43 =0 (en D)
3. eliptica si (A3)? —4A;43 <0 (en D)

Veremos que, en cada caso, (8.3) se puede reducir a una forma candnica por medio
de cambio de coordenadas.

8.4 Formas Canodnicas

Consideremos la ecuacién (8.3)
Ay + Aggy + Asty, + Aguy + Asuy + Agu = g(x,y) , (8.4)

donde A; = A;(z,y),i = 1,...,6 son funciones continuas definidas en una regién
D C R?.
Sean r =r(z,y) y s = s(z,y), funciones de z,y dos veces derivables tales que

Supongamos también que la aplicacién (r,s) : D — (r, s)(D) es invertible, y que
su inversa
(l‘,y) : (Ta S)(D) — D

tiene funciones componentes = = xz(r,s),y = y(r,s) dos veces derivables.

Entonces
Uy, = UpTgp + UsSy
Uy = UpTy+ gssy ,
Ugy = Upr(T2)? + 2UpsToSy + Ugs(S2)” + UrTag + UsSag (8.5)
Ugy = UppTyTy + Ups(TaSy + TySy) + UssSpSy + UpTyy + UsSTY

_ 2 2
Uyy = Upp(Ty)® + 2UpsTy Sy + Uss(5y)° + UpTyy + UsSyy -
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Reemplazando en (8.3) se obtiene

Blurr + B2urs + B3uss + B4ur + B5us + BGU = g(T, S) ) (86)
donde g(r,s) = g(x(r,s),y(r,s)) ¥
( Bi(r,s) = Ai(ry)? + Agryry + As(ry)?
Bs(r, 5) 2A1738y + Ao(rySy + 1ySe) + 2A37y S,
< Bs(r, s) Ai(s2)? + Agsysy + As(sy)?
B4(7", S) AlT;m; + AQT‘W + A3ryy + A4Tx + A5Ty
Bs(r,s) = AySgy + Aosyy + Azsyy + Agsy + Ass,
L BB(Ta S) = AG )
donde las funciones A;, i = 1,2,...,6, estan evaluadas en (z(r,s),y(r,s)), y las

derivadas parciales de r y s en (r,s).

Observe que la ecuacién (8.6) es del mismo tipo que la ecuacién (8.3), ya que

(BZ)Z - 4BlBg - JZ((AZ)Z - 4A1A3) .

Supongamos A; # 0 en D y tratemos de determinar r, s como funciones de z e y de

modo de obtener, en lo posible, By =0y B3 =0 en (r,s)(D).
Tenemos las ecuaciones

By = Ai(ry)*+ Agrery + Az(r,)? =0
By = Ai(sy)* + Agses, + As(s,)? = 0.
Ambas son de la forma:
Al(fm)Z + Amefy + A3(fy)2 = 07
o bién )
fx) <f:v>
A=) + A=) +A43=0.
1 (fy 2 5, 3
Sobre las curvas f = cte. se tiene
dy fe
df = fpde + f,dy=0 — — = —*=
v dx fy

y obtenemos
Ay ()" = Aoy (2) + A3 = 0,

cuyas raices son

Jio) = At VO A
24,

Ay — \/(A2)? — 4A,A
y) = AR A

(8.8)

(8.9)
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Definicién 8.4.1 Las E.D.O. de primer orden (8.8 - 8.9) se denominan ecuaciones
caracteristicas de la E.D.P. (8.3). Sus soluciones

y(r) = Ai(7) +
y(x) = Xo(x) + o
son llamadas curvas caracteristicas.

Observacién 8.4.2 Si la ecuacién (8.3) es hiperbdlica ((A42)? — 44,43 > 0), el
cambio de coordenadas (o.9) (@)
rry) = y—
8.10
S(2y) = v (o) (8:10)
verifica J#0 y By =B3=0.

8.4.1 Ecuaciones hiperbdlicas

En este caso las ecuaciones caracteristicas son reales y distintas, y el cambio de
coordenadas (8.10) nos da

U3 = —Byu, — Bsug + Bgu + g(r,s).

Esta expresion es llamada primera forma candnica de las E.D.P. hiperbdlicas.
Si ademas hacemos
a = r+s
B = r—s

Uga — U = Callg + Csug + ceu + §(a, f) ,

obtenemos

que es llamada segunda forma candénica de E.D.P. hiperbdlicas.

Observacién 8.4.3 Si A; =0 en D, obtenemos en (8.7)

dx dz\ >
A () oA () =0
’ <dy> T <dy> ’

y las ecuaciones caracteristicas son
dx

dx
— =0 — A+ A —) =0
dy y 2 + A3 <dy> ;
cuyas soluciones son

T =c, = Ny +c.

Ponemos entonces

{: i i—)\2(y),

y la ecuaciéon transformada tiene la estructura de la primera forma canoénica. Para
pasar a la segunda, usamos el mismo cambio de coordenadas del caso A; # 0.
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Ejemplo 8.4.4 Consideremos la ecuacion de ondas
_ 2
Uy = C Uy + A(z,t), con ¢>0.
Tenemos
Al == —62, A2 = 0, A3 = ]_, y (A2)2 - 4A1A3 = 462 .

Las ecuaciones caracteristicas son

dz 2¢ 1
&4 —
dt —2c2 $c ’

y las curvas caracteristicas:
1
r = :F—t +cCr.
c

Hacemos entonces el cambio de coordenadas:

Como

o=

obtenemos

y luego

8.4.2 Ecuaciones parabdlicas

En este caso hay sélo una ecuaciéon caracteristica

dy _ A

dr 2—Al(x’y)’

y una sola curva caracteristica
y = M(z) +c.
Ponemos entonces

{Z = y— ()

= kll' + k‘gy
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con ki, ko constantes tales que el determinante

‘ (@)

1
ks ks #0 en D

(por ejemplo, ky =1, ky =0).
Asi obtenemos B; = 0 y por lo tanto By = 0, y la ecuacién

Ugs = —B4’LL,« - B5us - BGU + g(T, S) )
llamada forma canodnica para la ecuacién parabdlica.

Observacién 8.4.5 Si A; = 0 en D, entonces As = 0 y la ecuacion ya estd en su
forma canénica.

Un ejemplo de este tipo de ecuaciones es la ecuacion de difusiéon o del calor

w = kg, + A(z,t).

8.4.3 Ecuaciones elipticas

Las correspondientes ecuaciones caracteristicas son

dy Ay i\/(AQ)2 — 44

y las curvas caracteristicas:

y = a(z)+b(x)i+c

y = a(z) —b(x)i+ e

Ponemos entonces

ﬁ
I

y — (a(x) + b(x)i)

Luego

y la ecuaciéon nos queda
Uga + Upg = —Byug — B5u5 — Bgu + (o, ).

Esta expresién es llamada forma candnica para las E.D.P. elipticas.
Un ejemplo de estas ecuaciones es la ecuacion de Laplace

Uggy + Uyy = 0.
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Ejemplo 8.4.6 Obtener la forma canénica de la ecuacién
gy + DUgy + Uy + Uy + Uy = 2.
Como (As)? — 44,43 = 25—16 = 9 >0 , la ecuacién es hiperbdlica en todo

R2
Las ecuaciones caracteristicas son

dy dy 1
— =1 Y F = -
dy dx 4
y luego, la curvas caracteristicas son
1
Yy =T+c y y:Za:+02.
Entonces el cambio de coordenadas:
1
T = y—x s = y— —-x
Y ) Yy 17
produce
1 8
Ups = g Usg — §

Ejemplo 8.4.7 Reducir a su forma candénica

1

Ugy — 4x2uyy = —uz, con x>0.
T
Como (As)? — 4A1A3 = 162% > 0, laecuacién es hiperbdlica. Sus ecuaciones
caracteristicas son
Ay £+ 4/(A2)? — 4A1A
y(x) = = il 221)4 2 =y (x) = 422,
1

En consecuencia las curvas caracteristicas son:

Hacemos entonces el cambio de coordenadas
r(z,y) = y—a*, s(z,y) = y+a°.

Entonces
ry = —2r 1, = 1

Sy = 2z sy = 1,
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y
Tor = —2 Tey = 0 Tyy = 0
Spx = 2 Szgy = 0 Syy = 0.
Por lo tanto
Uy = Uply + UsSy = 2x(us — uy)
Uy = UpTy + UsSy = Up + Us,
y
Ugy — 2(“5 - ur) + 2x(usrrx + Uss Sy — UppTy — urssx)
= 2(us — up) + 22(—2xUg + 20Uss + 2TUpp — 2Ty )
= 2(us — uy) + 4% (Upr — 2Usgy + Usy)
Uyy = UppTy + UspSy + UgpTy + UssSy
= Upp + 2Ups + Ug .
Reemplazando obtenemos
2 2 1
2(us — up) + 42" (Upp — 2Ugy + Uss) — 427 (Upp + 2Upg + Ugs) = . 2x(ug — u,) ,
es decir

—1622u,, = 0.

Pero como 222 = s —r, se tiene

16(r — s)ug = 0.



