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7.9 Problemas resueltos del Capitulo 7

Ejercicio 7.9.1 Usando transformada de Laplace encuentre la solucion de la ecua-

cion

y' =2y +5y = —8' y(0) = 2 ¢(0) = 12.

Solucién. Llamemos Y (s) = L(y(t))(s). Entonces

= sY(s) —y(0) = sY(s) =2,
= 5°Y(s) —sy(0) —¢/(0) = s*Y(s) — 25— 12 y
-8

= —8L(e7")(s) = P

Luego aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacion obtenemos

-8
2 _925+5)Y(s)—2s—8 =
(s s+5)Y(s) s 1
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lo que implica

Por lo tanto

Y(s) =

25% + 10s
(s2—=2s+5)(s+1)
3(s—1)+2-4 1
(s—12+22  s+1

£1<3(s—1)+2-4_ 1 )(t)

(s—1)2422 s+1

o () 0+

e ()

3e’ cos(2t) + de'sen(2t) —e .

Ejercicio 7.9.2 Usando transformada de Laplace encuentre la solucién de

y'+ 4y + 13y =2t + 3¢ P cos(3t), y(0)=0, y(0)=—1.

Solucién. Sea Y (s) = L(y(t))(s).

ecuacion obtenemos

s?Y(s) + 1 +4sY (s) +13Y(s) =

lo que implica

Y(s) =

2 3(s +2)
2 (s+2)24+9’

1 2 3(s+2)

Tenemos

1

TR a5+ 13 PP 4ds+13) (P tds+ 132

1 3

1
2+45+13  (s+2)2+9 3(s+2)2+9

y luego

X

Ademas si ponemos

2
s?(s? + 4s + 13)

s24+4s54+13

—1

) () = —% e~ sen(3t) .

A B Cs+ D

s +?+52+45+13
As(s* +4s+13)+ B(s* +4s + 13) + (C's + D) s?

s?(s? +4s + 13)

)
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Al aplicar transformada de Laplace a nuestra
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obtenemos
L8 g2 o8 6
169’ 13’ 169’ 169
Entonces
2 _ 81,2 1 1 846
s2(s24+4s+13) 169 s 13 s2 169 s2+4s+13
_o8 1.2 1.8 st 10 3
169 s 13 2169 (s+2)2+9 3-169 (s+2)2+9°
y
2 -8 2 8 10
£t t) = — + —t+——=e " cos(3t) — ——= e sen(3t).
<32(32+4s+13)>() oo 13l T1ee ¢ BN —ggre sen(3)
Finalmente, como
3(s+2) 3d 1
(s2+4s+13)2  2ds \s2+4s+13
. 1d 3
 2ds \(s+2)24+9
obtenemos
- 3(s+2) 1,
£t ((32+4s+13)2> (t) = §te ' sen (3t) .
Por lo tanto
179 8 1 2 8
y(t) = ~ %07 e‘ztsen(St)wL@e_zt cos(3t)+§t6_2tsen(3t)+1—3t—@.

Ejercicio 7.9.3 a) Si y(¢) es una solucién de la ecuacién de Bessel de orden p :
t2y" () + ty'(t) + (£ = p*)y(t) = 0,
muestre que la transformada de Laplace Y (s) = L(y(t))(s) satisface
(1+5*)Y"(s) +3sY'(s) + (1 —p*)Y(s) = 0.
b) Resolver esta ultima ecuacién para p = 0, expresandola en la forma

LAY (5) + Bs)Y (5)] = 0

para algin A(s) y B(s).
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Solucién. a) Tenemos

L(=p*y(t))(s) = —p°Y(s),

Lty(n)(s) = Y"(s),

Lty ®)(s) = F£(LEO)(s) = —£(sY(s) —y(0)) = =Y (s) — sY(s),
LEY'(1))(s) = =Ly (6)(9) = (Y (s) = sy(0) = /(0)

= 2V (s) +4sY'(s) + s*Y"(s).
Aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién obtenemos
L(t%y"()(s) + L(ty'(1))(s) + Ly () (s) + L(=p*y(1))(s) = 0,
y reemplazando se tiene
2Y (s) 4+ 4sY"(s) + s2Y"(5) — Y (s) — sY'(5) + Y"(s) — p*Y (s) = 0,

es decir
(14 5)Y"(s) +3sY'(s) + (1 —p*)Y(s) = 0.

b) Poniendo p = 0 obtenemos la ecuacién
(1+5)Y"(s) +3sY'(s) +Y(s) = 0,

que podemos escribir de la forma

d%[(l +2)Y(s) +5Y(s)] = 0.

Integrando esta dltima ecuacién tenemos
(L+8)Y'(s) +sY(s) = ¢,

que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. La correspondiente ecuacion
homogénea es

Y'(s) s

Y (s) 14 s?
que tiene solucion

Yils) = —=

V1+s2

Haciendo variar la constante ¢ = ¢(s) y reemplazando obtenemos

d(s) =

&1

V1+s2
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lo que implica

ds
c(s) = ¢ T + ¢

= ¢ ln(s+V1+s?)+cy.

Por lo tanto

In(s + V1 + s?) L O
V1 + 52 V1t s?

Ejercicio 7.9.4 Resuelva usando transformada de Laplace la ecuacién

Y(s) = &

y' + 4y = f(1), y(0) = y(0) =0,

donde

Solucion. Primero observemos que

f(t) = tH(t—3) = (t—3)H(t—3) + 3H(t—3),

donde
0 t<0
H(t) = { 1 t>0.
Entonces si Y (s) = L(y(t))(s), aplicando transformada de Laplace a la ecuacion
diferencial obtenemos 354 1
(8 +4)V(s) = e,
s
Esto implica
3s+1
Y _ 3s
(5) s2(s? +4) <
y luego
3s+1
t)y =L" (¢
o = e (e ) @
Escribiendo
3541 _ A B CstD
s2(s?2 +4) s s? 2447
se obtiene 5 ) 5 .
A=Z2 B=-, C=-2 D= —-.
4’ ’ 4’ 4
Asi
3s+1 31 n 11 3 s 1 1
s2(s2 +4) 45 4852 45244 452447
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o(t) = £1<;$§§i%5>(w = 24 gt - 2 cos(2t) - ésanw.

Por lo tanto

y(t) = g(t=3)H(t=3)

3 1 3 1 .
:<Z+ﬂpm—zmww4»—gmmp$0way

Ejercicio 7.9.5 Resuelva usando transformada de Laplace la ecuacién

v' +ty —y =0, y0) =0, (0 =1.

Solucidén. Sea Y(s) = L(y(t))(s). Entonces

Lty®))(s) = ——L 1)) = —d%[sY(S)—y(O)] = —Y(s) — sY'(s)

Ly"(1)(s) = s°Y(s) — sy(0) — ¢'(0) = s’V (s) — 1.
Luego, aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién obtenemos
s2Y(s) — 1 — Y(s) — sY'(s) — Y(s) =0,

es decir la ecuacion lineal de primer orden

Su solucién es

V(s) = e JC-s)s <_ S Cr)is L g c)
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Finalmente como

lim L{y(®)(s) = 0 vy lim ez = oo,

debemos tener ¢ = 0. Asi .

Y(S) = ?7
y por lo tanto

(1
v = e ()@ = ¢

Ejercicio 7.9.6  a) Demuestre que

d

@ J()(l‘) = —Jl(!L').

b) Sabiendo que
1
L)) =~

usando transformada de Laplace demuestre que
(Jox Ji)(x) = Jo(x) — cos(z).

Solucién. a) Como
oo

%@:zgggﬁ,

k=0

d = (—1)* x\2k-1 1
L = Yama(3) 3

o (—1)* r\ 2k—1

- ;k' (k—1)! (5)
o= (CDR g 20—
B kz:;(lﬁLl)!k! (5)

= (=) \ 2k+1
- _I;(kﬂ)!k! (5)
= —Ji(x).

b) Tenemos
L((Jox T)@)(s) = —— L(H(@)(s)
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Pero
Ji= =0y = L(Ji(2))(s) = —[fsE(Jo(x)l)(S) — Jo(0)]

Por lo tanto

L((Jo* J1)(2))(s) = % (1 N %ﬂ)

lo que implica

e = (i) - 4 (i)



