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6.9 Problemas resueltos del Capitulo 6

Ejercicio 6.9.1 Usando series de potencias encuentre la soluciéon general de la
ecuacion

(1—2?)y" —6ay’ —4y = 0,

alrededor de £ = 0. Determine su intervalo maximo de definicion.

Solucién. Como los puntos singulares son x = 1 y x = —1, la solucién general
alrededor de z = 0 estd definida por lo menos para | z |< 1.
Sea

y(z) = apa”.
n=0
Luego
—dy(z) = Y —da,a"
n=0

—6zy'(z) = Y —6na,z”
n=0

oo

—z%y"(z) = Y —n(n—1)a,z"
n=0
y'(z) = DY nn—1)a.z"? = > (n+2)(n+ 1)an23".
n=2 n=0

Reemplazando en la ecuacion se obtiene

S [(—4 = 60— n(n — 1))an + (1 +2) (1 + Dagla® = 0,

n=0
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o lo que es lo mismo

i [—(n+4)(n+ 1a, + (n+2)(n+ 1)ay)z™ = 0.

n=0
Por lo tanto debemos tener

n+4
n—+ 2
Asi paran =0,1,2,3,4 y 5 obtenemos

Opig = a, Vn>0.

ay = % ao az = % ay

ay = %ag = gao as = gagzgal

g = %CL4 = %ao ar = %CLE):gCLI
De aqui podemos concluir que para todo n > 1 se tiene

2(n+1) 2n + 3

aAop = T apg = (n + ].) agp y Aop+1 = 3 ay .
Entonces la solucién general es
> = 2n+3
yx) = ag[L+ D (n+ 1)z + a1 [x+ Y ——a>"], ag,a; € R.

3

n=1 n=1

Finalmente el intervalo maximo de definicién de la solucién general es |-1, 1], ya que
por ejemplo la serie 3%, (n + 1)z?" diverge para x + 1.

Ejercicio 6.9.2 Usando series de potencia encuentre la solucién general alrededor
de £ = 0 de la ecuacion

y' — 22%y — 6xy = 0.
Determine ademads el intervalo maximo donde la solucion estd definida.

Solucién.Como esta ecuaciéon no tiene puntos singulares la solucién general alrede-
dor de x = 0 estara definida para todo =z € R.
Sea,

() = Z: apz" .

Luego
—6zg(z) = > —6az"t = Y —6a, 13"
n=0 n=1

oo oo

—22°¢'(z) = Y —2na, 2"t = > —2(n—1)a, 12"
n=1 n=2

F() = Y nln—Daa"? = 3 (n+2)(n+ ag .

n=2 n=0
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Reemplazando en la ecuacién se obtiene

2a2 + 6(az — ap)r + i (=4 —2n)a, 1+ (n+2)(n+ 1)ayo]z™ = 0.

n=2
Por lo tanto debemos tener

2

ag = 0, a3 = ap, y Gniz = — ay
) ) 7L+1

-1 n Z 2.
Como el salto en la recurrencia es 3, los coeficientes de la forma as, se escriben

en términos de ag , los de la forma as,.; en términos de a; y los de la forma ag,o
en términos de as .

De esta forma

2 2 2 2 2 2
701,”’7 — . .
3n—1"""" 3n—1 3n—4 3n—7 5 2
lo que implica que para todon > 1

A3n

2n
“@n = 9 5.8 - (3n-_1)"
También
2 2 2 2 2 2
a = — A _ = — . ceee— o — (L
AT 30" T 30 3n—3 3n—6 6 3
lo que implica que para todo n > 1
2TL
a3p+1 — Wal'
Finalmente como
G3ni2 = 0, para todo n >0,
la solucién general es
['e] 2n 3
= ao[1+ "+
ox) = aol ;2-5-8----(371—1)35 ]

o0 2"’L

3n+1
al[a:+nz::1—3nn!x ],

con ag,a; € R arbitrarios.
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Ejercicio 6.9.3 Usando series de potencias resuelva el problema de valores iniciales
" !/ ! 1
y'oray —y =0, y0) =2, y(0) = 5.
Solucion. Como las funciones x y —1 son analiticas en todo punto, buscamos
soluciones de la forma

y(x) = Z a, z" .
n=0

Como

y'(x) = > na, 2"ty y'(x) = > n(n—1)a,2" 2,
n=1 n=2

sustituyendo en la ecuacién obtenemos

o0 o0 o0
Z nn—1)a,z" % + Z na,r" — Z ap " = 0,
n=2 n=1 n=0

o lo que es lo mismo

209 — ag + i (n+2)(n+1)ape + (n—1)a,]z"™ = 0.

n=1

Por lo tanto
209 —ap =0 y (n+2)(n+1)ape + (n—1)a, = 0,

para n = 1,2,.... Luego

1
Ay = 5@0
y
n—1 19
a = — a ara n =
De esta forma

az = a5 = +++ = Qopy; = 0 para n = 1,2,....

y para n > 2
3:5-7---(2n—-3 2n — 3)!
Aoy = (_1)n+1 ( )ao — (_1)n+1 ( ) 'ao‘

(2n)! 272 (n — 2)!(2n)

Luego la solucién general es

1, > il 2n — 3)! om
y@) =a T+ a (1 tar 2 zn—2((n_2))!(2n)!”” )
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Finalmente la condicién inicial
1
y(0) =2 = a =2 y y(0) = ;= @ = 3.

De esta forma la solucién particular buscada es

1 L = n+1 2n —3)! 2n
y(x) 5T+ 2(1 + 5+ n; (-1) 2”_2((n—2))!(2n)!x > :

Ejercicio 6.9.4 Usando el método de Frobenious encuentre la solucion general de
la ecuaciéon

1 1
iy — x(§ +2x)y' + 5(1 —2x)y = 0,

alrededor de x = 0. Determine para que valores de = esta definida la solucion.

Solucién. El tnico punto singular de la ecuacién es x = 0. Ademds, como las
funciones a(zr) = —(5 + 2z) y b(z) = (1 — 2z) son analiticas en z = 0, z = 0 es
punto singular regular.
El polinomio indicial es

cuyas raices son r; =1y ry = % Luego estamos en el caso r; —ry = % no es cero ni
un entero positivo.
Sea

Ox) = da,r) = " 3 exlr)at.

k=0
Por lo tanto
1 © 1
§¢(x) = "> gck(r)xk
k=0
—zp(x) = 2" —cp(r)z"t = 2" —epi ()2,
k=0 k=1
© 1
——z¢d'(z) = 2" —§(k + 7)ep(r)a®,
k=0
—22%¢'(z) = 2" —2(k+r)ep(r)a™ = 2"y —2(k — 1+ r)ep_y(r)a”
k=0 k=1

?¢"(x) = a” i(k +7) (k47— 1ep(r)a®.



206 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales
Reemplazando en la ecuacién obtenemos
+Z (r+k)ep(r) + (=1 = 2(k — 1+ 7))cp_y (r)]2" .

Ponemos entonces

—(=1=2(k—=147))cr1(r) _ 2(r +k — 3)cp-1(r) _ 2cp-1(r)
q(r +k) (r+k-1)(r+k—3)  k+r—1

ce(r) =

Luego si ¢y(r) = 1 tenemos

2cp—1(r) 22cp_o
k+r—1  (k+r—-1)(k+r—2)

ce(r) =

2k
(r+k—-1)0r+k=2)---(r+1)r
2k
r(r+1)---(r+k—1)

Para r = r; = 1 obtenemos

ok ok
) =15 % = W
y
00 2k} )
o(z) = z[1 + Zﬁx]
k=1
Parar =ry, = % obtenemos
() 2k 4k 8k k!
Ck ’]"2 = — = =
%%% 1-3---(2k—=1) (2k)!

o] k
bolr) =z 4 28’“' ¢

Por lo tanto la solucion general es

d(x) = ady(z) +boe(x), a,beR,

Ella estd definida para todo x € R, = # 0, ya que x = 0 es el unico punto singular.

Ejercicio 6.9.5 Usando Frobenius encuentre la solucién general alrededor de = = 0
de la ecuacion

3 1
VA B (1l +2z)y — §(l—l2x)y = 0.



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 207

Solucién.Tenemos
3 1
P(x) = 5(1 +2z) y Qz) = —5(1 —12z2).
Luego el polinomio indicial es

o) = rr=1) + 5r — 5 = b+ D - ),

cuyas raices son r; = %, y ro = —1. Ademads como ry —ry = % no es un entero,
tenemos soluciones linealmente independientes asociadas a r; y 9.
Sea
o
) =1"> ayz”
n=0
Luego
1 <1
_§¢(J“) = "L.TTLZ% _§anxn
o o
6xp(z) = 2" 6a,a" = > 6a, 12"
n=0 n=1
o o0
32°¢'(x) = "> 3(n+r)aa™ = 2" ) 3(n—1+71)a, 13"
n=0 n=1
3
§x¢(x) = a" Z (n +r)a,z
¢ (x) = 2" Z(n +r)(n—1+r)a,z".
n=0
Reemplazando en la ecuacion se obtiene
apq(r)z” + 2" [q(r+n)a, + (6 + 3(n—1471))a,_1]z" = 0.
n=1
Por lo tanto debemos tener r=1r; o r =17y y
6 3(n—1
a, = — (6 + 3(n +7)) Yn>1.

rtn+t)(r+n—1) ™"

Simplificando obtenemos

3
a, = —————— Ap—1 YN >1.

7”+n—§

Entonces poniendo ag = 1, tenemos
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(-1 5"
Qy = , aratodo n>1.
G G R =0 R -
Para r =r; = % nos queda
" 1.2.3...n nl

lo que genera la solucion

bila) = | o I} (1+ > )

Para r =ry = —1 nos queda
n = "1 1.3 23
27272 2

1-3-5---(2n— 3)
(—1)mtt 3m 2202 (p — 2)!
(2n — 3)! ’

lo que genera la solucion

do(z) = | |™" (1 i nf:l (1) (327;2_7&;)!(71— 2)!17") -

Por lo tanto la soluciéon general es con a,b € R arbitrarios.

Ejercicio 6.9.6 Con los cambios de coordenadas t = 22* y y = 2%z transforme
la ecuacién

5 1
y" - —y'+8<8x6+—2>y:0
T T

en una ecuacion de Bessel. Use esto para encontrar su solucién general.

Solucién. Usando los cambios de coordenadas sugeridos obtenemos

dy dz
= = 32°z + 2° ==
dx dx
d*y dz d*z
m— YV 6 4 62 4 g ,
Y dzx? dx dz?
y la ecuacion
s d%z
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Como 2 = 8z, tenemos

dz dz dt g s dz

dr  dt dv O dt
d*z dz d*z
— = 24— + 64a°—
a2 T T e
y la ecuacion
d? d
64x9d—t§ + 32x5d—j + (642° — )z = 0.
Dividiendo por 162 y haciendo el reemplazo t = 2z*, obtenemos finalmente la
ecuaciéon de Bessel
plz 42 e oLy
- — — —)z =
dt? dt 16 ’
cuya solucion general es
2(t) = ¢ J%(t) + ¢ J*i(t)’ c1,c2 € R.

Por lo tanto la soluciéon general de nuestra ecuacién es

y(z) = a° (01 J%(2x4) + o J_i(2x4)) , 1,0 €R.
Ejercicio 6.9.7 Usando el método de Frobenius encuentre la solucién general alrede-
dor de x = 0 de la ecuaciéon
2,11

3 1
zoy" + §xy' — §(x2+1)y = 0.

Soluciéon. Como

Pr) =5 v Q) = —5(+1)

son analiticas, z = 0 es un punto singular regular.
El polinomio indicial es

3 1 1
=r(r—1) + °r — = = Dr — =).
gir) = r(r=1) + gr — 5 =+ 1r - 3)
Sus raices son r; = % y ro = —1. Ademads como r; — ry = % no es un entero,

podemos encontrar soluciones linealmente independientes asociadas a r; y 79 por
el método de Frobenius. Sea

p(x) = 2" cp(r)at.
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Entonces
1 =1
—§¢(x) = "> —éck(r)xk
k=0
1 2 r - 1 k+2 r - 1 k
——2’g(x) = 2" —zep(r)a™ = 27— a(r)x
2 i=0 2 i 2
3 ! r — 3 k
—z¢'(z) = 2" (k+7r)zc(r)x
2 b 2

¢ (r) = 2" ki_o:(k +7)(k 47— Dep(r)z® |

y reemplazando en la ecuacién obtenemos
> 1
2" <CO(T)(](T) + ci(r)g(r+ Dz + Z {q(r+k)ck(7~) — 5%—2(7”)} xk> =0.
k=2
Asi debemos tener ¢i(r) = 0 (yaque g(r+1)#0 para r=r; y r=ry y

5 cka(r)
r+k+1)(r+k—73)

para todo k> 2.

ce(r) = (

Luego para todo k£ > 1 tenemos

cok—1(r) = 0
y asumiendo cy(r) = 1,
Cor(r) = (%)k )
(r+3)(r+5)--(r+2k+1)(r+2)(r+1) - (r+2&2)

Para r=r; = % se tiene

—
—

cor(r1) = SRS o g (2k)

N ~1
vl
2o

7-11---(4k+3) - 2% - k!

(3"

711 (4k +3) - k!
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y la solucion

00 (;)’f
— % 1 2 2k
a@) =le P\ + X T Ty e

Para r = r, = —1 se obtiene

car(r2) = 2.4 (2k)- 1. 5. 1k3
k
_ () %
o K-5-9---(4k — 3)

y la solucién

bol) =2 {14 > )

De esta forma la solucién general es

¢(r) = agi(z) + boa(x)

con a,b nimeros reales arbitrarios.

Ejercicio 6.9.8 Usando el método de Frobenious encuentre la soluciéon general
alrededor de x = 0 de la ecuacion

?y" — 2(3+5x)y + (4+52)y = 0.

Solucién. El tnico punto singular de la ecuacién es x = 0. Ademds, como las
funciones a(x) = —(3 + 5z) y b(xz) = 4 + 5z son analiticas en x = 0, x = 0 es punto
singular regular.

El polinomio indicial es

Sea
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Por lo tanto
4o(x) = ¢(x,r) = 2’ Z 4ck(r)xk ,
k=0
brp(x) = Z 5ck(r)xk+1 = g Z 5ck_1(r)a:k ,
k=0 k=1

—3z¢(x) = ' io: —3(k + r)ex(r)a®,

k 0

—52%¢'(z) = 2" Z —5(k +7)ep(r)z"tt =" Z —5(k —1+7)ep 1 (r)a",
k=0

?¢"(r) = a” g:(k +7)(k+1r — 1Dep(r)a®.

Poniendo ¢q(r) = 1 y reemplazando en la ecuacién obtenemos
Z (r+k)er(r) +5(1 = (k—1+7))ery(r)]2" = 0.

Ponemos entonces

5(k+r—2)cr_1(r) _ 5ck_1(r) .
(k+r—2)2 r+k—2

ce(r) =

Luego

Sep-1(r) 5%ck o
k+r—2  (k+r—2)(k+r—3)

5k
(r+k—=2)(r+k—=3)---(r+1r(r—1)
5k
r—1r(r+1)--(r+k—2)

Para r = r; = 1 obtenemos

5k 5k
“) =15 % T .

y
oo5k

¢1(z) = 2*[1  + Zyﬂfk]
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Para obtener una segunda solucion linealmente independiente con la anterior, cal-
culamos ¢}, (r) para r cercano a 2.
Tenemos

1 1
0D k=2 DR+ D+ k=2
1

(r—l)r(r+1)3---(r+k—2)]
—5k 1 1 1 1

- (r—1)r(r+1)---(r+k—2)[r—1+;+r+1+'”+r+k—2

A(r) = —1-57

] .

Por lo tanto

—5k 1 1
C;ﬂ(T1) :W[1+§+"'+%]'
Luego nuestra segunda solucion es
5 N HF 1 1,
Pa(z) = =2 ﬁ[l + 3 +---+ %]x + In(| z |)p1(x) .
k=1""

Por lo tanto la soluciéon general es
o(x) = agi(z) +bga(z), abeR.
Ella esta definida para todo = € R — {0}, ya que = = 0 es el tinico punto singular.

Ejercicio 6.9.9 Usando el método de Frobenious encuentre la soluciéon general de
la ecuacién

22y — a2y + (1 —x2)y = 0,
alrededor de x = 0. Determine para que valores de z esta definida la solucion.
Solucién. El unico punto singular de la ecuacién es x = 0. Ademds, como las
funciones a(x) = —1y b(x) = 1 — z son analiticas en © = 0, z = 0 es punto singular

regular.
El polinomio indicial es

Sea
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—xp(r) = x’"i = " Z_Ck 1 )

B
i
=)

—x¢'(z) = 2" —(k+r)c (r)a”,
k=0

o0

¢ (r) = Z (k+7) (k47— 1)cp(r)zk

Reemplazando en la ecuacion obtenemos

+Z (r + k)eg(r) — cp_r (r)]zF = 0.

Ponemos entonces

() = Ce—1(r) _ Cr—1(r) .
q(r+ k) (r+k—1)2

Luego si ¢y(r) = 1 tenemos

ce—1(r) Ch—2

ce(r) = =

(k+r—1)2 (k+7r—1)2k+r—2)?

1

(r+k—12r+k—2)2---(r+1)%?
1

r2r 12 (r k1)

Para r = r; = 1 obtenemos

1 1
(r) =55 e (k)2

¢1(z) = [l —~ (k)2

Para obtener una segunda solucion linealmente independiente con la anterior, cal-
culamos ¢},(r) para r cercano a 1.

Tenemos

c(r)

1 1
-2
S PR Y Py e e § B pry s
1
r2(r+1)2---(7“+k—1)3]
2y e ]
R R | r+k—1
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Por lo tanto

A )___2[1+1+ +1]
G =gl T k
Luego nuestra segunda solucién es
> -2 .1 1 L. .
P2(x) = xéw[1+§+---+%]x + In(| 2 )¢ (2) -

Por lo tanto la soluciéon general es

d(x) = adi(x) + bpa(x), a,beR,
Ella esta definida para todo z € R — {0}, ya que z = 0 es el unico punto singular.
Ejercicio 6.9.10 a) Muestre que la ecuacién de Legendre

(1—2%)y" —2zy' + m(m+ 1)y = 0,
se convierte en una ecuacién de Gauss con el cambio z? = t.
b) Usando parte a) determine dos soluciones linealmente independientes para m = 1

3-
2

Solucién. a) Como z* = t, tenemos
dy dy
!
= — = 2 —_—
O T T
d’y _dy d’y
mo_ 29 _ 97 4 27 9,
Y a2t A
Reemplazando en la ecuacién obtenemos
dy .d% dy
1—18)|2—+4t— ) — 2Vt 2VE —= 1y=20
( )(dt+ o V2Vt m(m + 1)y =0,
o bien P p
) )
4t(1 —t)— + 2(1 — 1) — 4t|— ly=20
(1-0%Y 120 1)~ 40Y fomim + 1)y = 0,
y dividiendo por 4
d’y (1 31dy m(m+1)
Hl—t)—2 4 | — | 24 Ty .
( )dt2+[2 2]dt+ TV
Esta es una ecuaciéon de Gauss con ¢ = 3, a = w y b= EVASEAUARY W.
b) Param = 3 tenemos c =3, a=2y b= —1 .
Comoa—c+1= %, b—c+1= i, 2—c= % yl—c= %, la solucién general de

nuestra ecuaciéon de Gauss es
3 11 1 513
p = ar(LLE) v anr (B0,
i) = af (p—pat) +eFlpgs
Por lo tanto la solucién general de la ecuacion original es

3 11 513

y(l') = F (Z,—Z,§,"E2> 4+ coxF (Z,Z,§7{L‘2> .



