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Capitulo 6

Soluciones en Serie de Potencias

6.1 Recuerdos de Series de Potencias

Una serie de potencias en un punto xy es una expresion de la forma

ian(x—xo)” = ap+a (v — )+ az(x — x0)* + - - (6.1)

n=0

donde x es la variables y los coeficientes a,, son constantes.
Se dice que (6.1) converge (resp. converge absolutamente) en x = 7 si la
serie infinita (de nimeros reales)

o0

Z (r — xo)" (resp. i) | an(r — x0) |")

converge; es decir, si el limite de la sumas parciales

N N
SN = Z an (1 — x0)" (resp. Z | an(r — x0) |")
n=0 n=0

cuando N tiende a infinito existe ( pertenece a R).
Si este limite no existe, se dice que la serie de potencias (6.1) diverge en x = r.
El siguiente resultado, cuya demostracion fue hecha en los cursos de Caélculo,
determina para que valores de x la serie de potencia (6.1) converge.

Teorema 6.1.1 1. Para cada serie de potencias de la forma (6.1), existe un
numero R, 0 < R < 0o, llamado radio de convergencia, tal que
(6.1) converge absolutamente para | x — xo |< R y diverge para | x — xy |> R.

2. S

lim | 2 = L
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entonces

1
a) 0<L<oo = R:f

b) L=ocxc = R=0
c) L=0 = R=

57 lim,, oo | tl | no existe, se deben emplear otros métodos para calcular R
(por ejemplo: el criterio de la raiz).

3. Si la serie de potencias (6.1) tiene radio de convergencia R > 0, podemos
definir

oo

Z (z — )" V zp—R<zxz<z9+R.

Entonces YV 1xg— R <z <xo+ R, f(x) es diferenciable y

o.¢]
= na,(z — xo)"
n=0

Ademds el radio de convergencia de esta nueva serie de potencias es también
R.

Por lo tanto ¥V xy— R <z < xo+ R, f(z) es infinitamente diferenciable
y podemos obtener sus derivadas deriwando término a término en la serie de
potencias.

4. ap = 1" (o)

n n!

5. También se tiene

[ fyd

Ejemplo 6.1.2 Calculemos el radio de convergencia de la serie de potencias

o0

zo)" 4+ C V 29— R<z<z9+R.

= (2"
Z n+1

n=0

(z —3)".

Tenemos
| (i1 =] (—2)7"“rl n+1

n+1 _2n+1
a, ' n+2 (=2)n B

n+2

Por lo tanto R = % y la serie converge absolutamente para 3 < z < I, y diverge

2 2
para r < % y x> % Para z = % nos queda la serie

C =n41

(serie arménica) ,
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que es divergente.
Para =z = % nos queda la serie

oS

n=0

(serie armonica alternada) ,

que es Convergente.
5 7]

Luego el conjunto de convergencia de esta serie de potencias es el intervalo |7, 5

Ejemplo 6.1.3 Consideremos las serie de potencias
Z x".
n=0

Tenemos L = 1 y por lo tanto su radio de convergencia es R = 1. Como claramente
esta serie no converge para x = =1, su conjunto de convergencia es el intervalo
]-1,1[. Ademds V —1 <z <1 tenemos

> 1

Z " = 12 progresion geométrica de razén x .
-z

n=0

Ejemplo 6.1.4 Cambiando x por —z en la serie anterior obtenemos

oo

> o(=1)ram.

n=0

Por lo tanto R = 1, su conjunto de convergencia es |—1,1] y

> 1
d (=1t = V —1l<z<l.
= 1+z

Ejemplo 6.1.5 También las siguientes series de potencias tienen radio de conver-
gencia R =1 y conjunto de convergencia el intervalo | — 1, 1]:

io:(_l)nx%z io:(_l)n 1.2n+1 io: nl,n—l )
o ’ = on+1 ' —

Como la segunda serie se obtiene integrando término a término la primera y

> 1
> (=1 = 5 V —l<z<l,
rs 1+
tenemos que
00 " x2n+1 T 1
> (-1) o tl /0 mdt = arctan(z) V —1l<z<l.

n=0
Ademds como la tercera serie se obtiene derivando término a término la serie del
ejemplo (6.1.3) tenemos que

> 1 1
Y na"t = i( ) = — V —1l<z<l.
n=1 dx

1—x (1 —x)?
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6.2 Recuerdos de Funciones Analiticas

Se dice que una funcién f(z) es analitica en x = x si existe intervalo abierto I(zy)
en torno a xy y sucesiéon (a,) de nimeros reales tal que

flx) = i (x —x)" Vo el(x).

Observe que la serie anterior necesariamente tiene radio de convergencia R > 0.
Ejemplo 6.2.1 La funcién f(zr) = - es analitica en | — 1, 1].

Por (6.1.3) sabemos que es analitica en 2 = 0. Si zy € |-1,1],

I 1 1 1
1—x (1 —x9) — (z — xp) l—myl— =0
1 > 1
= > (x — x0)"
]_—1'0 n—0 (]_—.'L'O)n

y el radio de convergencia de esta serie de potencias es R =| 1 — ¢ |> 0.

Ejemplo 6.2.2 Més en general si una serie de potencias > 0o a,(z—xo)" tiene radio
de convergencia R > 0, entonces la funcién f(z) = >20° a,(z — x0)™ es analitica en
todo z €]rg — R, z0 + R|.

En efecto si x; € |xg — R,x9 + R[, f es infinitamente diferenciable en x = z; y

entonces
(o0}
= Z by (z — x1)"
n=0

con b, f(n)( 1)

n!

Ejemplo 6.2.3 Todo polinomio f(x) = Ag+ A1z +---+ A,2", es analitico en todo
punto zy de R.

Ejemplo 6.2.4 Toda funcién racional f(z) = PE;’;) (donde P(z),Q(z) son poli-

nomios), es analitica en todo x, tal que Q(xy) # 0.

O

Ejemplo 6.2.5 Las siguientes funciones son analiticas en todo R:

_ z? _ oo z"
e:v — 1—|—"L’+?+ — n:OH
_ z3 xb _ ) (=™ , 2n+1
sen(r) = o-H+H—- = GrriL
_ z? z4 _ oo (=)™ o2n
cos(z) = 1-H+%H—- = ne0 @ ®

y las respectivas series de potencias tienen radio de convergencia R = co.
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Ejemplo 6.2.6 La funcién

In(z) = x—l—%(x—1)2+%(x—1)3+--- = i%(m—l)"

es analitica para todo xy > 0 y el radio de convergencia de la serie de potencias es
R=1.

6.3 Solucién en torno a puntos ordinarios
Consideremos la ecuacion homogénea

ax(x)y" + a1(z)y’ + ao(x)y =0, (6.2)

en su forma normal
y" +p@)y +q(x)y=0. (6.3)

Definicién 6.3.1 Un punto zy se dice un punto ordinario de (6.2) o de (6.3) si
las funciones p = Z—; y ¢ = 2 son analiticas en xq. Si xy no es ordinario para (6.2)
se dice que xy es un punto singular de (6.2).

Ejemplo 6.3.2 Considere la ecuacién

zy" + %y' + sen(z)y = 0.

Entonces p(z) = t= es analitica en todo g # 1. Por otra parte

3 5
o) = sen(x):x—%+f’f5_!_... _ 1_x_2+x_4_”.
x x 3! 5!

y como esta serie tiene radio de convergencia R = oo, ¢(x) es analitica en todo
ry € R
Asi el inico punto singular de nuestra ecuacion es xg = 1.

El siguiente teorema nos dice como resolver (6.2) alrededor de un punto ordinario.

Teorema 6.3.3 Si xy es punto ordinario de (6.2), entonces (6.2) tiene dos solu-
ciones analiticas linealmente independientes de la forma

o0

y(@) = an(z — zp)"

n=0

con radio de convergencia mayor o igual que la distancia de xy al punto singular
(real o complejo) de (6.2) mds cercano a xy.
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Ejemplo 6.3.4 Encuentre la solucion general de
y' —zy =0
alrededor de zq = 0.

Primero notemos que como nuestra ecuacién no tiene puntos singulares, las solu-
ciones que encontremos usando el teorema (6.3.3) estaran definidas para todo z € R.

Sea ¢(x) = Yo% a,a™. Debemos determinar los valores de los coeficientes a,,
para que ¢(z) sea solucién de nuestra ecuacién. Sus derivadas son:

o0 o0
=> na,x" "y ¢"(x)=> nn—1az" 2.
n=1

Reemplazando en la ecuacién obtenemos
o0
Z n(n — 1)ayz Z apx" Tt =
n=2

Dejando ambas sumatorias con término general " tenemos

o0

> (n+2)(n+1)an 02" Zan 1"

n=0
y juntando las sumatorias
o0
2a2 + Z [(n + 2)(” + 1)an+2 — an71]$n =0.
n=1

Por lo tanto debemos tener
=0y (n+2)(n+1aps—a,-1=0 Vn>1

lo que implica
ap—1

(n+2)(n+1)

Para darnos cuenta como es la expresion del término general a,,, lo calculamos para
los primeros valores de n. Tenemos para n = 1,2 y 3 respectivamente

VYn>1

a2 =0 'y apyo=

1 1 1
a3 = ——Qy Ay = ——Qa a5:—a2:0,

3.2 4.3
yparan =4,5y 6

1 1 1 1 1
ag a7y = —ay ay ag = —as5 = 0.

T 650 (2.3)(5.6) 761 (3.4)(6.7) 8.7
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Esto nos permite darnos cuenta que para todon > 1

Qo a1

(2.3)(5.6)---GBn—1)(Bn) T BA6.7) - (3n)(3n + 1)

aszp, = y

a3n42 =0,
con ag y a, arbitrarios. Luego si definimos

1.3n

T L GB3E8 GG

¢1 (x) = 1

o 23(n+1)
$2(2) = = + §(34(6.7)---(3n)(3n+1)’

como ¢1(z) y ¢o(x) son LI ( W (1, ¢2)(0) = 1) la solucién general de nuestra
ecuacion es

o(x) = appr(v) + aipe(x) , ag,ar €R
y esta definida para todo z € R.

6.4 Ecuacion de Legendre y Polinomios de Legen-
dre

En ésta seccion estudiaremos las soluciones de la ecuacion de Legendre
Lly) = (1 —2*)y" — 229/ + a(a+ 1)y =0,

donde « es una constante real, alrededor del punto x = 0.
Como las funciones

2x ala+1)

pa)=—7—073 v @)= —03

son analiticas en todo x # =+1, los puntos singulares de la ecuacion de Legendre
son precisamente x = +1. Por lo tanto el punto x = 0 es ordinario y las soluciones
o(z) = Y02 ayx™, estaran definidas por lo menos para | x |< 1.

Para este ¢(z) tenemos

i nanx ¢"(x) =3 n(n—1aa">.

Luego
—2x¢'(x Z —2na,z" 'y

o0 o0

¢"(x) =D (n+2)(n+ Dapz”™ y —2¢"(x)=> —n(n—1)a,a"

n=0 n=0
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Reemplazando en la ecuacion de Legendre obtenemos

o0

L(¢)(x) = > (n+2)(n+ 1)ayi2 —n(n — 1)a, — 2a, + a(a + 1)a,)]z"
= i (n+2)(n+1)apo+ (a+n+1)(a—n)ayJz” = 0.

Por lo tanto, debemos tener para todo n > 0
(n+2)(n+apo+ (a+n+1)(e—n)a, = 0

lo que implica
_ _(atn+la-n)
e (n+2)(n+1)

Paran =0,1,2,3 y 4 obtenemos respectivamente

w=

a3 = _(a+2:2.(2a—1)a1

ay = _(04+34).(3a*2) ay = (Oé+3)(zgré?ix(a72)a0

= —lerlled),  _ (erheide-)azd)

ag = _%M — _(a+5)(a+3)((3.o;-.|211%.o¢2(a—2)(a—4)ao‘

A partir de estos valores se puede demostrar por induccion que para todo n <1

nla+2n—1)(a+2n—-3) - (a+Dafa—2)--- (. —2n+2)

Gon = (_1) ao ,
(2n)!
B (_l)n(a+2n)(a+2n—2)---(a+2)(a—1)(a—3)---(a—2n+1)
ao2n+1 = (2n+1)! ai .
Definamos
pi(z) = 1+
- pla+2n—-1)(a+2n-3) - (a+1l)a(a—-2) --(a—2n+2) ,,
nzl(_l)( )( RHCLSIECER )yon.
¢2($) = x+
— pla+2n)(a+2n—-2)---(a+2)(a-1)(a=3) - (a—=2n+1) ,, .,
nzl(_l)( ) ot a9 ) onit

Entonces ¢1(x) y ¢2(x) estan definidas por lo menos para | z |< 1y son linealmente
independientes (W (¢, ¢2)(0) = 1). Luego la solucién general de la ecuacién de

Legendre es
¢(x) = api(z) + ada(x), ag,a ER.
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Observaciones 6.4.1 1. Si @ = 2m con m un nimero natural, entonces

pi(z) = 1+
nla+2n—1)(a+2n—-3)---(a+Dafa—2)---(a—2n+2) ,,

NE

Il
-

n.

es un polinomio de grado 2m que contiene solo potencias pares de x. Por su
parte ¢,(x) es una serie infinita de potencias. Por ejemplo:

a=0 — d)l(l'):]_,
a=2 = ¢(r)=1

2. Si @ =2m + 1 con m un nimero natural, entonces ¢;(z) es una serie infinita
de potencias, pero ahora ¢,(x) es un polinomio de grado 2m + 1 que contiene
solo potencias impares de x. Por ejemplo:

a=1 = ¢2(x):x,

5
a=3 = (152(.’1/')237—53)3,

14 21
a=5 = ¢2(x):x—§x3+€$5.

3. Luego podemos concluir que para todo niimero natural m, existe un polinomio
de grado m que es solucion de la ecuacién de Legendre

(1—2*)y" —2zy' + m(m+1)y = 0.

Definicién 6.4.2 Sea n un nuimero natural. Se llama enésimo polinomio de
Legendre al polinomio P,(x) de grado n que es solucion de la ecuacion de Legendre

(1 =2y’ =22y’ +n(n+1)y = 0,

y verifica P,(1) = 1.

La siguiente férmula, que demostraremos como ejercicio, nos da una definicién
alternativa de los polinomios de Legendre.

Ejercicio 6.4.3 Para todo nimero natural n se tiene

1 .
Ple) = g g D"
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Demostracién. Fijado n consideremos el polinomio u(z) = (z* — 1)". Tenemos
entonces

u'(z) =n(@®-1)""22 = (2 1)u'(z) — 2nau(z) =0.
Derivando consecutivamente esta tltima expresion k veces se obtiene

(z% — D" (2) + 220/ (2) — 2nau/ () — 2nu(z) =0
(2% — D" () + 4zu” () + 2u'(z) — 2nzu” (z) — dnu/(z) =0

@2 — Du* ) (2) + 2zku™ (2) + k(k — Du* D (z) = 2nzu® (z) — 2nku*=Y(z) = 0
Poniendo £ = n + 1 en la dltima ecuacién se tiene
(22 — Du™ (@) + 2z(n + Da™ (@) + (n + Dne™ (z) = 2nzu™V (2) — 2n(n + 1)u™ (2) = 0,
y agrupando términos
(22 — D)u"*?(z) + 220D (2) — n(n + )u™(z) = 0.

Poniendo ¢,(z) = “£-u(z) y multiplicando por —1 obtenemos

(1 —2%) ¢! (x) — 22q, () + n(n + 1)g,(z) = 0.
Luego el polinomio ¢, (z), que es de grado n, es solucién de la ecuacién de Legendre

(1—2?)y" =22y +n(n+1)y = 0.

w(n) = (@ -" = =)+
= [(z=1)""™(z+1)" + términos que contienen a z — 1 como factor

nl(z+1)" + términos que contienen a x — 1 como factor.

Por lo tanto

qn(1) = 2"n!,
y asi
1 d°
P, = -1,
(z) 2rn! dam (v )

Los siguientes tres ejercicios se dejan para ser resueltos por el lector.

Ejercicio 6.4.4 Usando la férmula anterior compruebe que
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Ejercicio 6.4.5 Sea f(x) una funcién n veces continuamente diferenciable en el
intervalo [—1, 1] y sea
I = / f(z)P,(z)dz .
-1
Integrando por partes demuestre que

I = (;3!” /11 FO (@) (@2 — 1) da.

Ejercicio 6.4.6 Demuestre que

1 2
c n /0052”’1(9)619.
2n +1 2n+1

El siguiente ejercicio nos dice que la familia de los polinomios de Legendre es
ortogonal.

/COSZn+1(9)d9 = 0s™(A)sen(f) +

Ejercicio 6.4.7 Pruebe que

2n+1/1 Pm(x)Pn(x)dx:{ 0, si m # n;

2 -1 1, si m=n.

Demostracién. Usando ejercicio (6.4.5) con f(r) = Py(z) y m < n, tenemos
f™(z) = 0 para todo = y por lo tanto I = 0. Esto demuestra la férmula para

n # m.

Supongamos ahora f(z) = P,(x). Entonces f™(z) = (22,1"72!! y luego
o E=DmE) s a,  22n) 2yn
Para resolver esta integral pongamos « = sen(f) y usemos ejercicio (6.4.6):
22n)! 3
I = 22 (1) /0 cos™ " (0)do
_o2@2n) 1 on 3 2n_ (% ono
— 22n(n!)2(2n—|— T cos (9)sen(9)/0 oo 1/0 oS (9)d9)

2(2n)!  2n 5 onl1
= "7(0)do
22 ()2 2n+1/0 cos™(0)

22n)! 2n 2n-—2

2 13
T )2 241201 5/0 cos(0)d?

_2(2n)! 2™n)! ~2(2n)! nl2m
22(p!)2 1.35.---(2n+1) 2nnl (2n)!(2n+ 1)
2

2+ 17

Esto prueba la férmula cuando m = n.
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Ejercicio 6.4.8 Considere la ecuacion de Hermite
y" —2zy +2py = 0.

a) Demuestre que la solucién general es

y(x) = ayi(r) + copa(x), ¢, €R,

donde
n(r) = —22—2!)x2+%x4_ 2317(27—62!)(19—4)x6+
p) = oo 20 POV 5 TN,

Encuentre el enésimo sumando de ambas series y pruebe que convergen para todo
relR

b) Muestre que si p = 2n con n un nimero natural, entonces y;(z) es un polinomio
de grado 2n que contiene solo potencias pares de x y que yo(z) es una serie infinita.
Muestre que si p = 2n+ 1 con n un nimero natural, entonces y,(x) es un polinomio
de grado 2n + 1 que contiene solo potencias impares de x y que y;(x) es una serie
infinita.

Calcule estos polinomios para p =0,1,2,3,4 y 5.

c¢) Para cada niimero natural n se define el enésimo polinomio de Hermite H, (),
como el polinomio que es solucién de

y" —2zy +2ny = 0

y cuyo término dominante es 2"z".

Calcule H(z), Hy(x), - -, H5(x).

d) Pruebe que

g2 d"

dx”e

—xz2

H,(z) =(=1)"e

6.5 Soluciéon en torno a puntos singulares regu-
lares

Definicién 6.5.1 Sea zy un punto singular de la ecuacion
y' +p(@)y +q(x)y = 0.
Entonces xy se dice un punto singular regular de la ecuacion si las funciones
(x —wo)p(x) y (v—0)%q()

son analiticas en x = xy.
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Ejemplo 6.5.2 Considere la ecuacién de Legendre
(1—2®)y" =22y +a(a+1)y = 0.
Sabemos que sus unicos puntos singulares son x = £1. Aqui

—2x ala+1)

p(ﬂf):m y q(z) = 1_ 2

Como las funciones
2z z—1

(0=Dp@@) = 7 v (- Dl) = —alo+ D)7

son analiticas en x = 1, y las funciones

2z

(z+Dp(r) = —7——= v ([@+1)%(2) = ala+1)

z+1
11—z

son analiticas en x = —1, tenemos que ambos puntos x = 1 y x = —1 son puntos
singulares regulares de la ecuacion de Legendre.
Ejemplo 6.5.3 Para p > 0 considere la ecuacién de Bessel de orden p

22y +ay + (2 - pHy = 0.

Claramente su unico punto singular es z = 0. Como

2 2
x X" — P 2 2

r— =1y o"—5— =2"—p
x x

son analiticas en x = 0, el punto x = 0 es punto singular regular de la ecuacién de
Bessel.

Ejemplo 6.5.4 También se puede comprobar que x = 0 es punto singular regular

de la ecuacién de Euler

22y +pry +qu = 0.

Observaciones 6.5.5 Suponga que x, es punto singular regular de la ecuacién
y' +p(@)y +a(z)y = 0.
Entonces multiplicando la ecuacién por (z — z¢)? nos queda la ecuacién
(& = 20)*y" + (v — 20) P(x)y' + Q(x)y = 0,

donde las funciones P(z) = (z — 20)p(x) v Q(z) = (z — 20)%¢(z) son analiticas en
r = Xy.
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6.6 Método de Frobenius

En esta seccion desarrollaremos el método de Frobenius para resolver una ecuacién
homogénea de segundo orden alrededor de un punto singular regular. Primero que
nada observemos que las soluciones pueden no estar definidas en el punto singular, ya
que la misma ecuacién no esta definida alli. Note ademas que podemos restringirnos
al caso en que el punto singular regular es x = 0, haciendo una traslaciéon en la
variable independiente si es necesario, y en que la ecuacion es de la forma

L(y) = 2*y" +2P(2)y' + Q(z)y = 0, (6.4)

con P(z) y Q(z) analiticas en z = 0.

De esta forma
o0 o0
= > ar® y Qz) = ) B’
k=0 k=0

y las series son convergentes para | z |[< R, R > 0.
Buscaremos soluciones ¢ de la forma

o0
) = 2" > e con ¢ #0

definidas inicialmente solo para x > 0, z < R. Tenemos

¢'(z) = i(k +r)gat y @'(x) = 2" i(k +7r)(k+1r—1epa®.
k=0 k=0

Por lo tanto
(o0}

00 k
_ 5
= 1z’ 3/&7 con B = ¢;iBr—j,
P

=0

zP(x)d (z) = x’(i k+r)epa )(iakx’“)

k

o0
= "> apr’ con @ => (j+r)ak, ¥
k=0 =0

¢ (r) = 2" i(k +r)(k+ 7 — 1)cpa®
k=0

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

o0

L(¢)(x,r) = :UTZ[(k—i—r)(ker—1)ck+dk+3k]xk = 0.

k=0
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Entonces
[ ), = (k+r)(k+r—Dep+ap+5 =0, Vk=0,1,2,---.
Pero
k k
[ ), = E+nr)k+r—1Dc + D (G+r)cjar; + > ¢iBej,
J=0 j=0
k—1
= [(k+r)k+r—1)+ (k+r)ao+ Bolex + Y [(j +r)an—j + Be—jlej,
=0
= [q(r+k)er + di],
donde
k—1
qir) = r(r=1)4+ar+5, y dp = Z ((j + r)ak—j + Br—jle; -
j=0

El polinomio cuadrético ¢(r) = r(r —1)+agr+ [y es llamado el polinomio indicial
asociado a la ecuacién. Para k£ =0

y luego los tinicos valores que pueden admitirse para r son la raices de ¢q. Ob-
serve ademas que di es combinacion lineal de ¢y, ¢q,---,¢,_1 ¥ que si estos ya estan
calculados, ¢, también puede calcularse por la féormula

_ —dg(r)
er(r) = q(r + k)

si y s6lo si g(r + k) # 0.

Entonces bajo la condicién ¢(r + k) # 0 para todo £ > 1, todos los ¢ (r) pueden
calcularse recursivamente de modo que si la serie

o0

d(z,r) = cox" +a" Y ep(r)at
k=1

converge para 0 < z < r, tengamos
L(¢)(w,r) = coq(r)a”.
Bajo estas condiciones
¢(x,r) essolucibon <= r esraizdeq.
Sean 11,19 las raices de ¢ y supongamos ri,ry € R, 7y > r,. Entonces

q(ri+k)#0 Vk>1,
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lo que implica que si definimos los ¢ (r1) por la féormula

—dk(’l“l)

VE > 1,
q(ry + k) -

co(r) =1y el(r)=

tenemos que
o0
o1(r) = 2 (14 Y ep(r)a”)
k=1
es solucion si la serie converge.

Si ry es distinto de 7y y si se verifica que ¢(ro + k) # 0 para todo k > 1, entonces
poniendo también

o) =1 v cplrs) = —2r2)

= V> 1,
q(ry + k) -

resulta que
o0
¢a(r) = a"(1+ Y ex(ra)z”)
k=1
es otra solucion si la serie converge.

El siguiente teorema nos garantiza que estas series convergen para | x |< r, que
las soluciones ¢y (z) y ¢2(x) estdn definidas también para —r < x < 0 (poniendo
|  |" en lugar de z") y que son linealmente independientes. Antes una pequena
observacion.

Observaciones 6.6.1

q(rao+ k) #0 Vk>1 — ri#ro+k Vk>1

<= 1y —7ry 1o es un entero positivo.

Teorema 6.6.2 Consideremos la ecuacion

2%y" + za(z)y' +b(z)y = 0,

donde a(x),b(x) tienen desarrollo en serie de potencias (centradas en x = 0) con-
vergentes para | x |< py, po > 0.
Suponga que las raices i,y del polinomio indicial

q(r) = r(r—1)+a(0)r +56(0),

son reales y distintas, digamos ry > ro.
Entonces, para 0 <| x |< py, existe solucion ¢(x) de la forma

b(r) =]z (143 ),

k=1
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donde la serie converge para | x |< py.
Ademds si vy — 9 no es un entero positivo, existe una sequnda solucion

bolr) = |2 (143 &)

k=1

tal que la serie converge para | x |< py.
Tales soluciones son linealmente independientes para 0 <| z |< po, y los coeficientes
cr Y Cr pueden obtenerse sustituyendo en la ecuacion.

Para desarrollar el siguiente ejemplo conviene tener en cuenta la siguiente iden-
tidad que puede ser demostrada por induccién

2k + 1)!
Ejemplo 6.6.3 Consideremos la ecuacién
2,11 3
Ly) = z%y +2xy +zxy = 0.
Su polinomio indicial es
3 1 1
q(r) = r(r—1)+§r = r2+§7" = r(r+§),
cuyas raices son r; =0y ry = —%.
Busquemos una solucién de la forma
o0
= g Z CLT
k=0
Entonces
zo(x) = " Y, ottt =z Z Cr1 "
k=1
3 / 00 k r3 r — 3 k
51:@5 (x) = " Yok 4+ 1) = a'groo+a > §(k +7)epa”
k=1

v*¢"(2) = 2" Lok +r)(k+r—Daa® = a"r(r—1)e +
2> (k+r)(k+r—1)cpa® .

k=1

Por lo tanto
o0

L(¢)(z) = cox” + 2" [q(r + k)eg + cx_1]a",

k=1
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lo que implica que para todo k£ > 1

o = —Ci—1
F q(r + k)
s o = Cr—2
P ogr+ k)g(r+k—1)
—1)*
— Cp = ( )CO

qr+k)qir+k—1)-q(r+1)

En r = r; = 0 tenemos ¢(r1 + k) = q(k) = k(k + %), lo que implica que, tomando
co(r1) =1, para todo k > 1, se tiene

(="
ce(r) = 1-3.2.5.3. 7. . %A1
COk!3-5-T-(2k+1)
(—1)F 2k 2F !
= HEhr Ol (usando (6.5))
_ (_1) 22k
T (2k+ 1)

Por su parte, en r = r, = —3 tenemos q(ry + k) = g(—3 + k) = (k — 3)k. Luego si
co(re) = 1, para todo k > 1, se tiene

c(ra) = .1-2.9.5.3...26-1
2

(_1)k2k

135 --(2k— 1)

= (=1)" 28 2770 (k — 1) (usando (6.5))

N[

k! (2k — 1)!
_ (_l)k 22k
2k)!
De esta forma
00 ) 22k . 1 . 00 (_l)k 22k .
= 2 + I ,
dul 2;2k+1x y o oolz) =le] g; o )

y la solucion general es

d(x) = api(z) + bpa(x), a,beR.
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Finalmente observe que como las funciones a(z) = 3 y b(x) = « tienen desarrollo
en serie de potencias convergentes para todo x € R, nuestra solucién general esta

definida para todo z € R,z # 0.

Casos excepcionales.

Llamemos ¢ (x) la solucién encontrada para r = r; segin el procedimiento anterior.
Veremos aqui como se encuentra una segunda solucién ¢q(z), linealmente indepen-
diente con ¢ (x) en los casos 1, =1y y 11 — 1o igual a un entero positivo.

1) r =Ta.

En este caso

q(r1) =q'(r1) = 0.

Observe que existe § > 0 tal que si r € |r; — d,71 + d[ entonces ¢(r + k) # 0 para
todo k£ > 1. Luego para estos r’s y cada k > 1 existen coeficientes ¢, = ¢ (r) tales
que si

entonces
L(¢)(z,r) = a"q(r).

También para todo r € |ry — 0,7 + d[, tenemos

L(3)en = gr@en = W6)+ ol

ar
— L(%) (z,r) = 0.

Luego

0¢

Pa(z) = E(%Tl)

) + In(x)a™ (1 + gf cr(r)z")
)

k

%) + In(z)¢s(2),

[o¢]
T /
™ Z (1)
k=1
o0
T /
™ Z (1)
k=1
es solucién de nuestra ecuacion diferencial.

2) r1 = ry + m con m un entero positivo.
En este caso tenemos que

q(r) = (r—r)(r—ra),



186 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

y poniendo ¢q(r) = r — ry y obtenemos

d1(7"2) = 01(7“2) =0

dm,l(rzj = Cm,1(7"2) =0 y
dm(rg) =0

Luego

—(r = r2)dyn(r)

1) = (= 1)) ¥ enlr) = R

y por lo tanto

Cm(r2) = rli_glz Cm(1) = -

De esta forma todos los ¢g(re) y los ¢x(r) con r cercano a ro pueden calcularse de
modo que si

P(x,r) = a” io: cr(r)z® con co(r) =1 —ry,

k=0
entonces
L) (z,r) = co(r)g(r)a” = (r—ra)q(r)a".
Pero como ¢y(r3) = ¢1(r2) = -+ = ¢p1(r2) = 0, no es dificil de demostrar que la
solucién

W(x) = Y(x,ry) = 2"2Mo(x) = 2™o(x)
es linealmente dependiente con ¢;(x). Para encontrar una solucién linealmente
independiente con ¢;(x), derivamos L(¢)(z,r) = (r — re)q(r)z" con respecto a r,
obteniéndose

L <Z_Z{)> (z,r) = 2L(T/))(a:,r) = q(r)a” + (r —r2)[q'(r) + In(z)q(r)]z" .

Por lo tanto

Po(T) = 5(%7”2)
es solucién de nuestra ecuacion.
Observe que
pa(z) = 2™ c(re)a” + In(x)z™ Y er(ra)z®,  es decir
k=0 k=0
Pa(x) = 2D (Tg)l'k + cln(x)éq (),
k=0

para cierta constante ¢ € R ( ¢ podra ser cero).

Resumiendo tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 6.6.4 Consideremos la ecuacion
22y + za(x)y +b(xr)y = 0,

donde las funciones a(zx) y b(x) tienen desarrollo en series de potencias (centradas
en cero) convergentes para | x |< po, po > 0. Suponga que las raices ri,ro9 del
polinomio indicial

q(r) = r(r—1) 4+ a(0)r + b(0)

son reales y verifican r1 > rs.
Siry =1y, existen dos soluciones ¢1(x), po(x) definidas y linealmente independientes
para 0 <| x |< po, las cuales son de la siguiente forma

¢1(z) = [z [ oue),
$a(x) = |z " oa(z) +In(| @ [} (2),

donde o1(x) y o9(x) son series de potencias (centradas en cero y convergentes para

| 2 |< po) con o1(0) # 0.
Siry — ry es un entero positivo, existen dos soluciones ¢1(x), po(x) definidas y li-
nealmente independientes para 0 <| x |< po, las cuales son de la siguiente forma

¢i1(r) = [z [ oux),
¢2(x) = [ [ oa(x) +cn(] z )¢ (2),

donde o1(x) y o9(x) son series de potencias (centradas en cero y convergentes para
|z |< po) con 01(0) # 0 # 02(0) y ¢ € R es una constante (que puede ser cero).
Finalmente si las raices del polinomio indicial son complejas, digamos 1, = a + 13,
ro =a — 13, B # 0, existen soluciones linealmente independientes de la forma

¢1(x) = [z |* cos(BIn(] z ) 1+chx
¢o(z) = [ |* sen(Bln(] = [)) 1+chx

Ejemplo 6.6.5 Considere la ecuacién
Lly) = 2°y" + 32y + (1 +2)y = 0.
Tenemos a(x) = 3y b(z) =1+ . Luego el polinomio indicial es
g(r) = r(r—=1)+3r+1 = (r+1),

cuyas raices son r;{ = ry = —1.
Sea

b(r) = dla,r) = o3t
k=0
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Por lo tanto

zo(z) = Z = " Z Cr1 7"
3xg'(x) = i 3(k +r)cpa®
229" (z) = i k+7)(k+7r—1)cpa®.

Reemplazando en la ecuacién obtenemos
L(¢)(w,7) = cox"q(r +Z (r+ k)cg + cp_i)a”

Para todo r cercano a r = —1, ¢(r + k) # 0 para todo k£ > 1. Luego poniendo

—Ck-1

q(r + k)

ce(r) =

obtenemos
L(®)(z,7) = coz"q(r).

Para estos r’s, poniendo ¢y(r) = 1, de la férmula de recurrencia de los ¢; se puede
deducir

(=D* _ (=D*

ar+D)g(r+2)--qlr+k)  (+220+3)2--(r+k+1)2

ce(r) =

Por lo tanto

O (pE (-
) =T 2 T e
y < (-1t
hi(@) = 271+ kgl G
Observe ademas que
/ _ k 1 L !
c(r) = (=1)"(—=2) (r+2)3 (r + 3) (r+k) +
1 1 1
(r+2)2 (r + 3) (r+k) i
1 1 1
(r+2)2 (r + 3) (r+k) |
= (=2)e(r)] T ]
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lo que implica

TG G ) T B
W) = T Mgty
Por lo tanto
ola) = (20 S pe g e D Il o),

y la solucion general es
d(x) = adi(x) + bpo(x), a,b€eR,
la cual esta definida para todo x € R, x # 0.

6.7 Ecuacion de Bessel y funciones de Bessel

Para cada p € R, p > 0, consideremos la ecuacién de Bessel de orden p
2y +ay' + (2" —p*)y = 0.

Se llama funcién de Bessel a toda solucion de esta ecuacién. Estas aparecen en
problemas sobre vibraciones de una cadena colgante (Daniel Bernoulli), vibraciones
de una membrana circular (Euler), movimiento de planetas (Bessel), propagacién
de ondas, elasticidad, movimiento de fluidos, teoria del potencial, etc.

Ya sabemos que esta ecuacion tiene a x = 0 como unico punto singular y que
este es regular. Para resolverla alrededor de x = 0 usando el método de Frobenious
calculamos primeramente su polinomio indicial

q(r) = r(r—1)+r—p" = 1" —p*,

cuyas raices son ry =py ro = —p.
Buscamos entonces un solucién ¢(z) de la forma

o0
plz) = 2" cpat.
k=0
Tenemos entonces

o0
—p*o(r) = 2"(—pPco — pPerw + > —prera®),

o o
o(r) = ") aqrt? = 2" g a”,
k=0 k=2
o0 o0
g (x) = 2" (k+r)ea” = 2" (reo+ (r+ Deaww+ Y (k+r)epa®),
k=0 k=2

2?¢"(z) = 2"(r(r — Vo + (r + Dreyx + kio:(k + ) (k+7r—1)cpa®).
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Reemplazando en la ecuacién de Bessel obtenemos
2" (coq(r) + erq(r + Dz + Y [q(r + k)ey, + cx—a)a” = 0.
k=2

Asumiendo para r los valores +p, con p #* %, tenemos que ¢(r + 1) es no nulo.
Por lo tanto asumimos ¢; = 0, inclusive para p = % Para anular los coeficientes
correspondientes a k > 2 debemos tener

() = —c_a(r) _ —C_o(r) _ —c_a(r) .
q(r + k) (r+ k)% —p? (r+k+p)(r+k—p)

Los primeros ¢ (r) son:

02(70) _ —Co (7”)
(r+p+2)(r—p+2)
c3(r) = 0
64(7“) — _CZ(T) — CU(T)
(r+p+4)(r—p+4) (r+p+2)(r+p+4)(r—p+2)(r—p+4)
cs(r) = 0
66(7“) _ —C4 (7”)

(r+p+6)(r—p+6)
—co(r)
(r+p+2)(r+p+4)(r+p+6)r—p+2)(r—p+4)(r—p+6)

de lo que se deduce

cop-1(r) = 0 y
(=1)*co(r)
(r+p+2)(r+p+4)---(r+p+2k)(r—p+2)(r—p+4)---(r —p+2k)

Cok

para todo k > 1.
Luego para r =7, = py todo k > 1 se tiene

(—1)*co(r1)
2p+2)2p+4)---2p+2k)2-4---2k

(=1)*co(r1)
226kl (p+1)(p+2)---(p+k)

Cok (7“1)

Esto implica que

I (—=1)*co(r) 2%
$(z) = ];::0 22Kkl (p+1)(p+2)---(p+ k)

es una funcion Bessel.
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Para elegir ¢y(r) de modo que ¢;(z) sea la llamada funcién de Bessel de orden
p de primera clase, debemos hacer algunos recuerdos sobre la funcién gamma de
Euler.

Recuerdos de la funcion Gamma.
Para ¢ > 0 esta definida por la formula

y tiene la siguientes propiedades

qlir(% I'(q) = 400 (6.6)
ra =1 (6.7)
Flg+1) = qT(qg) (6.8)
['(k+1) = k! paratodok € ZU {0} (6.9)

Para —1 < ¢ < 0 tenemos 0 < ¢+ 1 < 1 y por lo tanto ['(g + 1) estd bien definido.
Usando esto y (6.8) se define para —1 < ¢ <0

Flg+1)
q

D(g) = (6.10)
Teniendo asi definido I'(¢) para —1 < ¢ < 0, podemos usar la misma férmula (6.10)
para definir I en el intervalo | -2, -1[. De esta forma podemos definir I' para todo
nimero negativo que no es un entero preservando la propiedad (6.8). Ademds se
puede demostrar que

lim I'(q) = —oc0 y (6.11)
q—0—
hr]? |T'(¢q) | = +oo para todo entero negativo k (6.12)
q—

Volviendo a la ecuacion de Bessel, pongamos

1
2rT(p + 1)

co(ry) =
Con este valor de ¢y(ry), usando reiteradas veces (6.8), obtenemos

(=D*

2k I T(k+p+1)°

Czk(ﬁ) =

y la solucién ¢, (x) que se denota por J,(x) que asume la forma

00 (—l)k( )2k+p
=2 E'T(k+p+1)

k=0
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se denomina funcién de Bessel de primera clase de orden p.
Observe que como la ecuacion de Bessel no tiene otros puntos singulares la funcion
de Bessel J,(x) esta definida para todo z € R, z > 0.

Para r =ry = —p y todo k£ > 1 se tiene
(=1)Fco(r2)
2-4--2k(=2p+2)(—2p+4)---(—2p+2k)

(=1)Feo(r1)
2R (—p+1)(—p+2)---(—p+k)

CQk(TQ) =

Para que todos los ¢ (r3) estén definidos imponemos la condicién p & Z™.
Asi tenemos la solucién

& (—=1)*eo(ry) 2%
pa(z) = kz::[] 22kkg(_p+1)(—p—|—2)---(—p+k)x .

Poniendo

(r2) = s
colre) =
T o (—p+ 1)

(=D*
22— I Tk —p+1)’

y la solucién ¢»(x) que se denota por J_,(z) y que asume la forma

obtenemos

CQk(T2) =

1) (5

= (
() = kz::o KT(k—p+1)

se denomina funcién de Bessel de primera clase de orden —p.
Esta funcién de Bessel J,(z) esta definida para todo x € R, x > 0 .

Ademis J,(0) = 0, lo que implica que J,(z) es acotada para > 0 cercano a
cero. Por otra parte el primer término de J_,(z) es

(3)7?
I(—p+1)°

lo que implica que J_,(z) no es acotada para = > 0 cercano a cero.
Luego bajo nuestra condicién: p no es cero ni un entero positivo, las soluciones J, ()
y J_,(z) son linealmente independientes en R* y la solucién general es

o(x) = aty(x) + J_p(z), a,beR.
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Caso p es un entero no negativo.
Sea p > 0 un entero. Tenemos
k k
= (DR ()

Blw) = ,§ K (k+p)!

Observe que (6.12) implica

lim | ['(— 1) |= =1,2,...,p—1

Por lo tanto en la serie que define a J_,(x) los coeficientes correspondientes a k =
0,1,...,p— 1 son cero. Asi

< (-1F (5%
Tolw) = kz:% K (k- p)!
= (—1)ktp (5)2(k+p)—p
a ,g] (k+p)! (k+p—p)

00 (_1)k (g)?k-i—p

- (—1>”,§ k! (k+ p)!
= (=17 J,(z).

Por lo tanto Jy(r) y J_,(x) son linealmente dependientes. Para encontrar una
funcién de Bessel linealmente independiente con .J,(x), definimos para ¢ > 0 que no
es un entero

Jq(x) cos(qm) — J_g(2) )
sen(qm)

Yy(z) =

Esta funcion de Bessel es llamada funcién de Bessel de segunda clase de orden
q y es linealmente independiente con J,(z) para todo ¢ > 0 que no es un entero.

Si en la fraccién que define a Y, (z) ponemos ¢ = p, tanto el numerador como el
denominador se anulan. Usando L’Hopital se puede demostrar que

Y(2) = limY,(x)

q—p

estd bien definida y que es una funcién de Bessel linealmente independiente con
Jy(z). Por lo tanto, en este caso, la solucién general es

d(x) = ady(x) + bY,(z), a,beR.

Ejercicios.

1) &la?Jy(2)] = 2P, ()
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wlr (@) = —a7P Ty (2)
Jp(@) + 5 dp(2) = Jpa(2)
(z) = EJp(2) = —Jppa(2)
Ty(@) = 3[p1(2) = Jpa(2)]
(@) = 3lTp1(2) + Jpia(2)]

: _1 y
7) Demuestre que el cambio de coordenadas y = x~2u transforma la ecuacién de
Bessel de orden p en la ecuacién

1 — 4p?

n
1
u' 4+ (1+ P

Ju = 0.

- /2
8) Demuestre que J1 () = y/=sen(z)

9) Demuestre que J_%(x) = /= cos(x)
Soluciones.

1) Tenemos

k k
pz (=" ()
K T(k+p+1)
o0 (—1)k p2(k+r)
B 192:% 2240 K1 T'(k+p+1)

P Jy(x) =

Derivando con respecto a x obtenemos

d 0 k2(k 4 p) z?k+p)—1
p —_
1)k 2(k+p)—1-p

_ P
Z 22k+p 1 k! P(k+p+1)
k+p

, (= 1)k (2)2h+p1
-7 Z k' T(k + p)
= prp—l( ) -

2) Se demuestra de la misma forma que 1) y se deja de ejercicio.
3) De 1) tenemos
x”JI')(x) + prP I (z) = 2P J, (),

y nuestro resultado se obtiene multiplicando por z”.
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4) Se demuestra de la misma forma que 3) y se deja de ejercicio.
5) Se demuestra sumando las ecuaciones 3) y 4).

6) Se demuestra restando las ecuaciones 3) y 4).

7) Tenemos

1 1
y'(@) = —gu tu(e) o (),
3
y'(x) = yid Su(z) — x5 () + 2720 (x)
Por lo tanto
—p'y(r) = —p'z 2u(z),
Pyx) = zhu(x),
]_ 1 1
zy'(z) = —ix’iu(x)wLx?u'(x),
3
2y (2) Saru(z) — w2l (z) + 220 (2)

o lo que es lo mismo

3

z7u(z) + (22 + i(l —4p¥) a3 )u(z) = 0.

3
2

Finalmente multiplicando por x~2 obtenemos

1
u"(z) + (1+ Z(l —4pHz Hu(x) = 0.
8) Para p = % el cambio de coordenadas y = 2~ %u anterior nos da la ecuacién
v +u=0,
cuya solucion general es

u(x) = ¢ cos(z) + cosen(z) .
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Por lo tanto las funciones

o (z) = x’%sen(x) vy ¢ox) = x’%cos(x),

son soluciones de nuestra ecuacioén de Bessel de orden %
Observe que como

lim Ji(x) = 0 = lim ¢(x) y lim J i(z) =400 = lim ¢y(x),

1
z—0t 2 z—0t z—0t 2 z—0t

tenemos que existe constante A tales que

Ji(z) = A¢i(x)
Ademas
© (1) (2 + L z\2k—1 1
VADIEED pit i cuus s T
’ Pt RED(k +3)
V2 DRk ()
2 = kN (k+DD(k+1)
y
, 1 s
() = = 2cos(a:)—§x 2sen ()
1 1
= x 2(cos(z) — % 'sen(z))
Luego si llamamos
V2 & (=D 2k +35) (5)* 1
M(z) = — 22220 = A(cos(r) — =z 'sen(x)),
2 ,;0 kU (k+ DDk +1)
debemos tener
uo) = 25— 4L
0 (3) 2’
Como F(%) = /7, concluimos que A = \/%, lo que implica

9) Como
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y en el desarrollo en serie de potencias centrada en cero de la funcién sen(x) (resp.
cos(x)) aparecen solo potencias impares de x (resp. solo potencias pares de ) existe
constante B tal que

J—%(x) = Bgs(z).

Si llamamos

= KIT(k+1)”
debemos tener /5
2 2
NO0) = =—= =4/— =B
i@ V=

Por lo tanto

6.8 Ecuacion Hipergeométrica de Gauss

Para a, b, c constantes reales, se llama ecuacion hipergeométrica de Gauss a la
ecuacion
z(l—2)y"+[c—(a+b+1)z]ly' —aby = 0.

Supondremos desde el inicio que ¢ # 0y ¢ # a + b + 1. Bajo estas condiciones las

funciones
c—(a+b+1)x —ab

€T = ——
z(l —x) vy Q) z(l—2x)’
solo no son analiticas en los puntos x = 0 y x = 1. Por lo tanto estos son los tinicos

puntos singulares de nuestra ecuacion.
Como las funciones

P(z) =

c—(a+b+1)x

a(x) = xzP(z) = .

son analiticas en x = 0, este es un punto singular regular.
Ejercicio. El punto x = 1 es punto singular regular.

Busquemos primero la solucién general alrededor de z = 0. EIl correspondiente
polinomio indicial es

q(r) = r(r—=1)+a(0)r+060) =r(r—1)4+c = r(r—1+¢).

Examinemos las condiciones que deben cumplirse para que tengamos una soluciéon
asociada a r = 0, es decir, para que tengamos una solucién de la forma

o(x) = ickxk.
k=0
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Estas son 7 = 0 (es decir 0 > 1 —¢c <= ¢ > 1),0ry, =0 (es decir ¢ < 1) y
11 — 719 = 1 — ¢ no es un entero positivo (es decir ¢ no es cero ni un entero negativo).
Luego la condicién es

cg {0} UZ™. (6.13)
Bajo esta condicién y con ¢(z) definido como arriba, tenemos
—ab(z) = > —abeya®
k=0
—(a+b+ Dz (x) = > —k(a+b+1)ca”
k=0
cd'(x) = > ckepa' = > ek + )epria®
k=1 k=0
—2%¢"(x) = > —k(k — L)cpa®
k=0
zd"(z) = Z k(k—Dega®™" = S (k + Dkepya®.
k=0
Reemplazando en la ecuacion obtenemos
STk + Dk +c(k+ Dlegpr + [ — k(k—1) — (a+b+ 1)k — abley)a™ = 0.
k=0

Luego para todo k£ > 0 debemos tener
[(k+Dk+clk+ 1)k +[—k(k—1)— (a+b+ 1)k —able, = 0,
o lo que es lo mismo
(k+1)(k+c)cer — (k+a)(k+b)er = 0.
Esto implica
(a+E)(b+ k)c
(k+1)(c+ k)"
(a+Ek)a+k—1)b+k)(b+Ek—1)
(k+Dk(c+k)(c+Ek—1)

Ck+1

Ck—1

_ (a+k)(a+k—1)---(a+1)a(b+k)(b+k—1)---(b+1)bco_

(k+1k---2-1(c+k)(c+k—1)---(c+1)c

Por lo tanto si ponemos ¢y = 1, tenemos para todo & > 1

ala+1)---(a+k—=10b0b+1)---(b+k—1)
Ele(e+1)---(c+k—1) ’
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y nuestra soluciéon es

al@+1)---(a+k—1Dbb+1)---(b+k—1)
Kle(e+1)---(c+k—1) v

oo
k=1
Esta serie se conoce como la serie hipergeométrica y se denota por

L Zalatl)(at kb)) (bt k—1)
F(a,b,c,x) = 1+kz::1 Heletd)(cik—T) zh

Observaciones 6.8.1 1. Cuando a =1y b = ¢ tenemos
F(1,b,b,z) = 1+ Zxk
k=1

Por lo tanto para todo | z |< 1
1

— T

F(1,b,b,x) =

2. Sia o b son un entero negativo o cero, la serie hipergeométrica se reduce a un
polinomio, y por lo tanto converge para todo x € R.

3. Si a o b no son un entero negativo ni cero, la serie hipergeométrica converge
sélo para | z |< 1.

4. Luego para | z |< 1, F(a,b,c,x) es una funcién analitica, que se denomina
funcién hipergeométrica.

5. Tenemos F'(a,b,c,z) = F(b,a,c,x).

Determinemos ahora bajo que condiciones tenemos una soluciéon asociada a la
raiz 1 — ¢ # 0 del polinomio indicial.
Esto sucede cuando = 1 — ¢ (es decir, cuando 1 — ¢ > 0 <= ¢ < 1) o cuando
r9 =1—c (es decir ¢ > 1) y 11 —r5 = ¢ — 1 no es un entero positivo ni cero (es decir,
¢ no es un entero positivo).
Luego la condicién es
cgL". (6.14)

Luego asociada a la condicién (6.14) tenemos una solucién de la forma
Po(z) = 2'7° Z et e #0.
k=0

donde los ¢; pueden encontrarse sustituyendo en la ecuacién.
Otra manera de encontrarlos, es hacer el cambio de coordenadas
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obteniéndose

y = (1—c)a~z+a'"%

y" = —C(l — C)l‘_c_lz + 2(1 _ C)l‘_cz’ + xl—czn.
Reemplazando en la ecuacién tenemos

0 = s(1—2)—c(l—c)z™ "2 +2(1 —c)a~ 2 + 27" +
[c—(a+b+1)z)[(1 —c)x 2+ x> ] — abr' 2
= o' 2(1—2)2" +[z(1 —2)2(1 =)z “+ (c — (a + b+ D))z ) +
[—ec(l—c)r(l—2)27 '+ (1 - )z (c— (a+b+1)x) — abr' ™)z,

Multiplicando por z°~! se obtiene

0 = z(1—2)2"+20—c)1—2)+c—(a+b+1)z]2 +
= [—c(l—c)1—a)z7 '+ (1 —c)ex™ — (1 —¢c)(a+b+1)—ablz,

o bien
r(l—z)"+2—c—((a—c+1)+(b—c+1)+1)z] —(a—c+1)(b—c+1)z = 0.

Observe que esta iltima ecuacién es la ecuacién hipergeomértrica con las constantes
a, b, c sustituidas por a —c+ 1,b — ¢+ 1,2 — ¢, respectivamente. Ademads como la
condicién (6.14) para ¢ implica la condicién (6.13) para 2 — ¢, tenemos que

2(r) = Fla—c+1,b—c+1,2—¢,x)

es solucién alrededor de x = 0 de la ecuacién transformada.
Por lo tanto
o) =2 )" “Fla—c+1,b—c+1,2—c,z)

es solucion de la ecuaciéon original alrededor de x = 0.
Asi bajo la condicién
cg

(que es la condicién (6.13) més la condicién (6.14))
tenemos que la solucion general alrededor de x = 0 es

o(z) = c1F(a,b,c,x) + ey |z " “Fla—c+1,b—c+1,2—c2) c,c€ER,
la cual esta definida para 0 <| z |< 1.

Para resolver alrededor de x = 1, hacemos el cambio de coordenadas ¢t = 1 —
z. Observemos que este cambio lleva z = 1l ent = 0 y que &£ = —1. Luego

dx
reemplazando en la ecuacion nos queda

d*y dy
t(l—t)WﬂL[a—l—b—Cle—(a+b+1)t]a—aby =0.
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Luego si ¢ —a — b no es un entero, la solucion general de la ecuaciéon transformada
alrededor de £ = 0 es

o(t) = c1F(a,b,a+b—c+1,t)4cy | t | Flc—b,c—a,c—a—b+1,t), ci,c €R,

y estd definida para 0 <|t |< 1. Por lo tanto la solucién general alrededor de x =1
de la ecuacién hipergeométrica original es

o(z) = e Fla,bya+b—c+1,1—2)+cy | 1=z | F(c—b,c—a,c—a—b+1,1—2),

con ¢1,c2 € R y estd definida para 0 <| 1 — z |< 1, es decir para = en ]0, 2] - {1}.



