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Capitulo 5

Aplicaciones de Ecuaciones
Ordinarias de Segundo Orden

Asi como hemos hecho con las ecuaciones diferenciales de primer orden, presentamos
ahora algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden.

5.1 Curvas de Persecucion

La primera aplicacién que veremos se refiere a la determinacion de la trayectoria
que sigue un cazador al perseguir su presa.

Ejemplo 5.1.1 Supongamos que un barco A, que viaja a velocidad constante «,
estd persiguiendo a un barco B que viaja a velocidad constante 5. En ¢t = 0,
suponemos que A se encuentra en el origen (0,0) y que B estd en el punto (b,0),
b > 0; y que para t > 0, B se desplaza por la recta x = b. Al cabo se t horas, A
se encuentra en P = (z,y) y B en @Q = (b, 5t). Determine la trayectoria de A como
funcion de x para el caso o > f3.

| (b, t)

’ /P(:ﬂu) B

A T b

Figura 26
Como el barco A persigue al barco B, la recta tangente al grafico de la curva

y = y(x) en el punto P debe pasar por el punto Q). Esto implica

dy  y—pt y—y'(r—b)
A t = 2\
dx xr—0b — 153
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Como A avanza con velocidad constante «, en el tiempo ¢ recorre at kilometros.
Luego la longitud de la curva que recorre A en el tiempo ¢ es at; es decir,

at = /Om L+ (y(u)?du = %(y—y’(fr—b)) = /OI 1+ (y'(u)? du .

Poniendo ' = w, tenemos

Sty - e -b) = /OWHw(u)?du,

y derivando con respecto a x

%(y'—w'(x—b)—w): l+w? = %(b—x)w':vl—i-w?.
Separando variables obtenemos la ecuacion

dw _B dx

Vitw?  az—b

Las condiciones del problema indican que w(0) = 0. Integrando tenemos

ln<w+m> _ _ﬁln<x—b>

o —b

b B b 28
— 1+4+w? = w? — 2w +
b—=x b—=x
B 28
b o b a
2 = -1
— w(b—x) <b—x>
r 8 B
N (z) = b “ b a
W) = 2 b—x b—=x
1 T\ -2 T\ 2
= i = 5 [(1-5)7 - (1-5)]
1+2 1-8
_ b (-3) 1-% - baf3
:>y(x)—§ 3 2 - 8 + = 7
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Cuando el barco A cruza la recta x = b captura al barco B. Por lo tanto el punto
en que el barco A intercepta al barco B es

o) = (0272

y el tiempo ¢ que demora la captura es

. ba
t = a2_52'

Ejercicio 5.1.2 Desarrolle el ejemplo anterior para el caso a = [3.

Ejercicio 5.1.3 Un conejo parte del punto (2,0) y corre por z = 2 a una velocidad
de 10 Km/H. Al mismo tiempo un perro sale de (0,0) con velocidad 15 Km/H
persiguiendo al conejo. ; Cuanto tiempo demora el perro en pillar al conejo?

5.2 Movimiento de una Particula

La ecuacion del movimiento de una particula, segiin la Segunda Ley de Newton, es
mi = F, (5.1)

donde

F es la suma de todas las fuerzas que actian sobre la particula.

m es la masa de la particula.

% es la aceleracién de la particula relativa a algin sistema de referencia.

A.- Movimiento rectilineo.

1.- Particula proyectada verticalmente hacia arriba.
Supondremos que las tnicas fuerzas que actian son:

a) la fuerza gravitacional mg, donde m es la masa de la particula, y

b) una fuerza de resistencia proporcional al producto del cuadrado de su velocidad
por su masa.

Designemos por z(t) la altura en que se encuentra la particula medida desde el
punto de propulsién en un instante ¢ posterior, y por v = & = % su velocidad.

dt
Reemplazando en (5.1) obtenemos la ecuacién de segundo orden

mi = —mg — mk(z)?,
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que se reduce, usando la relacion v = & y simplificando por m, a
b=—g—kv®. (5.2)
Esta ecuacién se puede escribir de la forma

v dv
— =1l ————— = —gqdt.
2 2
g+ kv 1+ ( % U)
Integrando el lado izquierdo entre vy = wv(0) (velocidad inicial) y v(t) y el lado

derecho entre 0 y ¢ se obtiene

L arcta k (t) t+ L arcta k
—— arctan — v = —t + —— arctan — v | .
N g VEg g "
Observe que para
L arcta k
rctan — v
vkg g "

tenemos v(t) = 0. Luego este t es el tiempo que debe trascurrir para que la particula
alcance su altura maxima.

Para poder calcular 7 = x(%), es decir, la altura méxima que alcanza la particula,
vamos a escribir nuestra ecuacién (5.2) en términos de v y de z.

Tenemos

t=

dv dv dx dv

UTd T dedt  dx
y reemplazando en (5.2) obtenemos

dv vdv
=g — kv — = —d
Uz gy g + kv? v
2
s 2R o
g + kv?

Observemos que como la altura inicial 2(0) = 0, tenemos que vy = v(x)/z—¢. En-
tonces integrando el lado izquierdo entre vy = v(0) y v(z) y el lado derecho entre 0
y x, se obtiene

In(g + kv(x)?) — In(g + kv3) = —2kz .

Para calcular Z resolvemos v(Z) = 0; luego

B 1 1 g+ kvd 1 k
x:—%(ln(g)—ln(gﬂLkvg)):%ln( p 0) = ﬁlﬂ <1+§v§>.

2.- Particula proyectada verticalmente hacia abajo.
Supondremos que las tnicas fuerzas que actian son:



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 141

a) la fuerza gravitacional mg, donde m es la masa de la particula, y

b) una fuerza de resistencia proporcional al producto del cuadrado de su velocidad
por su masa.

Designemos nuevamente por z(t) la distancia recorrida por la particula en un ins-

tante t posterior, y por v = & = % su velocidad.

dt
Nuestra ecuacién es ahora
mi =mg — mk(x)?,

ya que ahora la fuerza gravitacional estd a favor del movimiento de la particula.
Usando la relacion v = & y simplificando por m, obtenemos

v =g— kv, (5.3)

Sea vg = v(0) la velocidad inicial. Observe primero que si vy = \/% , tenemos la
solucién constante v(t) = /% y por lo tanto z(t) = /% t¢.
Para vy # \/% la ecuacion se puede escribir de la forma

dv =dt — d—vzgdt

— kv? k
g ek

dv dv

k * k
1- \/; v 14+ \/; v
Como la ecuacién (5.3) cumple las condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad
de soluciones (Teorema 4.1.1) y 0(f) = /£ es solucién, la condicién

v0<\/% = o(t) < % Vt>0,

= = 2¢dt . (5.4)

y la condicién

vo>\/% = o(t) > % Vit>0.

Luego en cualquiera de los dos casos se tiene

1-— gv(t)

1-— \/g Vo
Por lo tanto, integrando el lado izquierdo de (5.4) entre vy y v(t) y el lado derecho
entre 0 y ¢ se obtiene

; 1\ /Eu(t) 14 /% o)

tln | — Y2 ") | =29t

9
k 1—\/500 1+ §U0

>0 Vt>0.
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Agrupando y exponenciando se tiene

\/§+\/Ev(t) \/g_\/EUO :€2mt
VI —VEo(t) g+ VEk v '

\/§—\/EUO
VI+Vkvo

Despejando la variable v y denotando K = , se tiene

K\g+KVkv = (\Jg— Vkv)e?VFt,

Esto es,
vVk (K—FGZ\/@t) = /g (eQMt—K> )

dx g e2VFat _ [
E:U:\/%—ezmt—k_[{’
QMt_K
_ jge 7 -8
dr = \/;ewm . (5.5)

Sea w = K +e2VF9!t : entonces dw = 2v/kge?V*¥tdt, y como w— K = e2Vkot,
obtenemos

Asi

que implica

dw = 2\/kg-(w— K)dt.

Luego
1 dw
— = dt.
2Vkg w— K
De esta forma, reemplazando en (5.5) se obtiene
g — |9 (w—K) — K dw
Vi w 2Vkg (w— K)
g 1 w—2K
A . dw
ko 2vkg w(w—K)
1 1 2K
2k w—K  w(w-K)
IS A U PR Y
C 2kw-K E |w w—K
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Luego

1 K 4 e2Vkat 1

z(t) = -+ e — — In (62*/@'5)
k 1+ K 2k
1 K 2vkg t
= - e N ESS (5.6)

k CK+1 k
Observe que cuando vy = \/%, tenemos X' = 0, y reemplazando este valor en
(5.6), se recupera la solucién z(t) = /2 t, obtenida anteriormente.

3.- Particula proyectada hacia arriba desde la superficie de la Luna.
Supondremos que la tnica fuerza que domina es la fuerza gravitacional y que esta
varia con la altura. Se sabe que la fuerza gravitacional de cualquier planeta o luna
varia inversamente proporcional al cuadrado de su distancia al centro. Usando esto
tenemos la ecuacién

mi = —kr 2,

donde r(t) es la distancia a que se encuentra la particula en el instante ¢, medida
desde el centro de la luna.

__dr dv __ dv dr dv
Como v = 27, tenemos @ = dr dat =v.

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

dv k
mvaz—ﬁ < mvdv:—ﬁdr
m s m 5 k k
= — ——yp=———
ZU(T) 200 roorg
2 [k k m

2 4 (K R Mmoo,

U(r) _m<r T0+2U0>'

Si a es el radio medio de la luna, tenemos k = mgy a® donde g es la gravedad sobre
la superficie de la luna. Reemplazando en la ultima ecuacién se obtiene

V2
U(T)2:2g0a<——1+ )
r

2gop a

zzga si v > 2goa, entonces v(r) > 0 para todo t, y la
particula escapa del campo gravitacional de la luna.

2
. . v, . . — —
Por el contrario, si 300 < 1, entonces existe cierta altura 7 en la cual v(F) = 0, es

decir, la particula alcanza una altura méxima 7 y luego regresa a la superficie de la
luna. Es facil ver que
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Para calcular el tiempo que tarda en alcanzar su altura maxima 7, consideramos
dr a v2
— =4[2g0a |- —1+ 2
dt \/ g0 <7" 2qo a)
(con +./7- yaque vy > 0), o bien

d
\/air? = \/290adt,
T 1

2
UO o 1
290 a '

Resuelta esta ecuacién debemos encontrar ¢ tal que r(t) = 7.

con ¢; =

4.- Un paracaidista cuyo peso (es decir, masa) es de 80 Kg. se deja caer de un
helicoptero que se mantiene a 6.000 mts. de altura. Suponemos que cae bajo la
influencia de una fuerza gravitacional constante y que la resistencia del aire es pro-
porcional a la velocidad del paracaidista. La constante de proporcionalidad es 10
Kg/seg cuando el paracaidas estd cerrado y 100 kg/seg cuando el paracaidas esta
abierto.

Si el paracaidas se abre 1 minuto después que el paracaidista abandona el helicoptero,
., al cabo de cuanto tiempo llegard a la superficie?

Solucién: Sea z(t) la distancia relativa al helicoptero en que se encuentra el para-
caidista en el instante ¢. Luego la ecuaciéon del movimiento es

mi(t) = mg — ki(t), ©=v,

es decir,

e integrando

m —g+ Eo(t)
—In | —"—) =t
k —g—i—avg
k k kg
= —g+—v(t)=|—-9g+—v|e ™
m m

= u(t) = %g + (vo — %g) et

Tenemos m = 80K g y consideremos g = 9,81mt/seg?>. Cuando el paracaidas estd

cerrado tenemos vy = 0y k = 10K g/seg. Esto nos da
o(t) = %g(l _ ety = 78,48 (1 - e*%t>

— (1) = 78,48 [t 48 (e*%t _ 1)] — 78,48t + 627, 84 (e*%t _ 1) .
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Como e~ st — 1 evaluado en ¢ = 60 es —0.99944692.., aproximando esta cantidad por
—1 obtenemos
v(60) =78,48 y x(60) = 4.080,96.

Cuando el paracaidas se abre en la ecuacion

L

I
tenemos k = 100K g/seg y las condiciones iniciales x(0) = 4.080,96 y vy = 78, 48.
Luego
v(t) = 7,848 + (78,48 — 7,848)e 1"
— o(t) = 7,848 + 70,632¢ 1’
— 2(t) = 7,848t — 56,5056 (e—%t - 1) + 4.080, 96 .

Luego debemos resolver
7,848t — 56, 5056 <e—%t . 1) +4.080,96 = 6.000 ,

o lo que es lo mismo

5

7,848t — 56,5056e 1" = 1.975, 5456 .

La solucién de esta ecuacion es aproximadamente ¢ = 251, 725 segundos. Luego se
demora aproximadamente 311,725 segundos en llegar a la superficie.

B.- Proyectiles (sin resistencia del aire).

Suponemos que hay una velocidad inicial y que luego estd sometido solo al campo
gravitacional.

Sean x, z las coordenados del plano del movimiento. Suponemos

(z,2) = xi + 2k |
—ng . fuerza gravitacional actuante,
Vo = Vi(cos()i + sen(a)k) : vector velocidad inicial,
r(t) = (z(t), z(t)) : posicién del proyectil en el instante ¢.
La ecuacién del movimiento es entonces
mi = —mgl;

e integrando obtenemos

ro= —gEt +7(0) = —gEt +Vy, loque implica

2
r(t) = —gk5+%t.
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Es decir, )
r(t) = (z(t), 2(t)) = (Vo cos(a)t, Vosen(a)t — g%) .
Asi
_ _ ()
z(t) = Vpcos(a)t < t= Vocos(a)
< z(z) = tan(a)z — mﬁ :

Observaciones 5.2.1 1) Note que z/(z) = 0 <= tan(a) = mx, lo que

2
implica z = Vjosen(a) cos(a) = valor donde el proyectil alcanza su altura

maxima.
2)
2V¢ 2
2(r) =0 <= =0 o x:Mtan(a)
g
2 2 2
— =0 o x= Vo cos(a)sen(a) = V—Osen(Qa).

g g

Este valor x = VT‘%sen(Qa) es el blanco del proyectil.

3) El proyectll recorre una distancia maxima cuando o = 7 y esta distancia es

xr= 7 Observe que esta distancia es proporcional al cuadrado de la velocidad
inicial.

5.3 Vibraciones en Sistemas Mecanicos

Aparecen cuando se perturba un sistema fisico en equilibrio que luego queda sujeto
a fuerzas que tienden a restaurar el equilibrio.

1.- Vibraciones armdnicas simples no amortiguadas. Consideremos un carro
de masa m sujeta por un muelle a un muro.

Figura 27

El muelle no ejerce fuerza cuando el carro estd en su posicion de equilibrio, x = 0.
Pero si se desplaza una distancia x, entonces el muelle ejerce una fuerza restauradora
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opuesta a la direccion del alargamiento y con una magnitud directamente propor-
cional al valor del alargamiento (Ley de Hooke):

Fo=—kx, k>0.

La constante k£ se llama constante de rigidez del muelle.
Si aplicamos la Segunda Ley de Newton (Fuerza total = masa . aceleracién)
obtenemos la ecuacién diferencial

A’z i N d*x N k 0
m——r = —kx — 4+ —2=0.
dt? dt?  m

La ecuacién caracteristica es

y luego la solucién general es

x(t) = ¢ cos (\/£t> + cosen (\/£t> , 1,0 €ER.
m m

Si en el instante inicial ¢t = 0, el carro se lleva a la posicion © = x4 y desde alli
se suelta sin velocidad inicial, tenemos las condiciones iniciales

_do
Cdt

y obtenemos ¢; = xy y ¢2 = 0. Luego tenemos la solucién

x(t) = xq cos ( %t) :

z(0) =z vy  v(0) (0)=0,

cuyo grafico es

T

NN
R

Figura 28

Entonces la amplitud de la vibracién es xy, el periodo (tiempo requerido para
completar un ciclo) es T = 2m, /T y la frecuencia de la vibracién (nimero de ciclos
Iy

por unidad de tiempo) es f = % =5\ m-
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Observe que f crece cuando crece la rigidez k£ del muelle y cuando decrece la
masa m del carro.

En el caso que v(0) = vy > 0, tenemos ¢; = xy y

- () oo (5]

k m
vg = 2'(0) = \/ECQ = & =y
z(t) = xocos — 1| + voy/——sen —t],

m k m

que se puede escribir de la forma

z(t) = Asen (\/%thd)) :

donde A = /23 + %v% es la amplitud, ¢ = arctan (i—g @) es el angulo de fase,

Entonces

K
T = 27r\/% es el periodoy f = % es la frecuencia natural.

2.- Vibraciones amortiguadas. En este caso se agrega el efecto de una fuerza
de amortiguamiento Fy, debida a la viscosidad del medio en que el carro se mueve
(aire, agua, aceite, etc.), también opuesta a la direccién del alargamiento y con una
magnitud directamente proporcional al valor del alargamiento:

Fy=—c c>0, ¢ : resistencia del medio.

dt’
Tenemos entonces la ecuacion
2

mﬁ:Fs—i—Fd, o bién

d*x N ¢ dz N k 0
—t —— 4+ —2=0.
dt?  mdt m
La ecuacién caracteristica es
c k
P4+ —p+—=0,
m m

que tiene raices

c c \?2 k
p,pe = —5 - * ( ) - —
2m m
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A) Vibraciones Sobreamortiguadas. Corresponden al caso (ﬁ)2 —
decir, ¢ > 2V km).

Entonces p;, po son nimeros negativos distintos y la solucién general es

>0 (es

L2
m

x(t) = Pt + coef?t,

Bajo las condiciones iniciales z(0) = zo y v(0) = 2:(0) = 0, se obtiene

To
P1— P2

2(t) = (1™ — pae™) .
cuyo grafico es

T

—

Figura 29

Observe que no hay vibracién y el carro tiende a restaurar su posiciéon de equi-
librio.
B) Vibraciones criticamente amortiguadas. En este caso (ﬁ)2 =
decir, ¢ = 2\/%)

Aquipy = ps = —\/g y la solucién general es

2(t) = (e + cat)e V't

Al imponer las condiciones iniciales z(0) = zy y v(0) = 2£(0) = 0, se obtiene

2(t) = zo(l + \/%t)e\/ft

cuyo grafico es del mismo tipo que el de la Figura 29. Luego no hay vibracion y el
carro tiende a ir a su posicion de equilibrio.

C) Vibraciones Subamortiguadas. Ahora (ﬁ)2 -
2Vkm).

Tenemos

< 0 (es decir, ¢ <

L2
m

c L k ( c )2
) = T3 1 - = y
b1, P2 2m m 2m
y la solucion general es

z(t) = e "[eicos(at) + cysen(at)],



150 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

dondeb:ﬁya:\/% — (ﬁ)2
::UO

Con las condiciones z(0) y v(0) = %£(0) = 0, se obtiene

%e‘bt[a cos(at) + bsen(at)] .

x(t) =

b
o

JaZ 2
x(t) = %ebtcos(at —0),

Si ponemos ademds 6 = arctan ( ) tenemos

cuyo grafico es

X

o ¢

—z0 ¢

Figura 30

Observe que la amplitud decrece exponencialmente. No es periddica, pero cruza
la posicion de equilibrio x = 0 en intervalos regulares. Asi podemos considerar

T = %T Ademsds el nimero f = £ = 2, es llamado la frecuencia natural del
sistema.

T 2w

2.- Vibraciones forzadas. A las fuerzas anteriores agregamos una fuerza externa
F, = f(t) que actia sobre el carro. Esta se puede producir por vibraciones del muro
0 por un campo magnético externo.

Tenemos
2x
mW :F5+Fd+Fea
lo que implica
dPr cdx k

1
T ma Tt W

Un caso importante es cuando la fuerza externa es periddica
f(t) = Fy cos(wt) .

En ese caso la ecuacion diferencial es

x + ¢ dz + i 0 cos(wt)
—t—— 4+ —r = — wt) .
dt2  mdt m m
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Como ya conocemos la solucion de la ecuacién homogénea correspondiente, pode-
mos usar el método de los coeficientes indeterminados para encontrar una solucién
particular, y con ello la solucién general de nuestra ecuacién. Entonces si iw no es
raiz de la ecuacién caracteristica, buscamos una solucién del tipo

z,(t) = Asen(wt) + B cos(w(t).
Tenemos las derivadas

xp,(t) = w(Acos(wt) — Bsen(w(t)), () = —w?(Asen(wt) + B cos(w(t)),

y reemplazando en nuestra ecuacién multiplicada por m, obtenemos
Fycos(wt) = k(Asen(wt) + Bcos(w(t)) + cw(A cos(wt) — Bsen(w(t))
—mw?(Asen(wt) + B cos(w(t)) .
Luego las constantes A y B deben verificar

weA + (k—mw?)B = F,
(k — mw?*)A —wecB = 0.

Por lo tanto

Ao wekFy B_ Fy(k — mw?)
(k — mw?)? 4+ w?c? (k — mw?)? + w?c?’
y
z,(t) = £ [wesen(wt) + (k — mw?) cos(wt)] .

(k — mw?)? + w2c?

we
k—mw?

z,(t) =

), podemos escribir
Fy

\/(k — mw?)? + w?c?

Asi por ejemplo, en el caso subamortiguado, la solucién general es
Fy

V (k= mw?)? + w?c?

El primer sumando de esta expresién se llama término transitorio ( tiende a cero
cuando t se va para infinito) y el segundo sumando parte estacionaria (prevalece

cuando el tiempo se hace grande). Por ello, se dice que la frecuencia de esta vibracién
Fo

w ; R
es 5= y que su amplitud es N P

Caso importante. Consideremos el caso anterior cuando la constante de amor-

k

tiguacion c es nula y 7w es raiz de la ecuacién caracteristica (es decir w = /= ).

Si ponemos ¢ = arctan (

cos(wt — @) .

w(t) = e ey cos(at) + epsen(at)] + cos(wt — @) .

Tenemos entonces la ecuacion diferencial
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La solucion general de la ecuaciéon homogénea es

0 = (B e ({E).

que se puede escribir de la forma

zp(t) = Asen (\/gthd)) :

con A=/ + 3y ¢ = arctan (%)

Debemos buscar solucién particular de ecuacién no-homogénea de la forma

z,(t) = Ctcos <\/§t> + Disen <\/§t> :

Calculando la primera y segunda derivada de z,(t) y reemplazando en la ecuacion
obtenemos

F

0
2m\/g

C =0 y D =

y por lo tanto

Figura 31

De esta forma la solucion general es

z(t) = Asen (\/Et—i-gé) + Fo
m 2m\/g

({50,
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Observe que la curva x = z(t), cuyo grafico es similar al de la Figura 28,

presenta oscilaciones uniformes. Pero la solucién z,(t), como lo muestra la Figura

31, oscila entre los valores i2 1:0/7, y por lo tanto, su magnitud méaxima tiende a
i/ E

infinito cuando ¢ tiende a infinito.
Luego si en el sistema

d*x dx
m—s + c— + kx = Fycos(wt) .
de> " dt b cos(wi)
la constante de amortiguacién ¢ es muy pequena, el sistema esta sujeto a grandes
oscilaciones cuando la funcién de forzamiento tiene frecuencia (w) cercana a la fre-

cuencia de resonancia del sistema (\/g)

Estas grande vibraciones en resonancia son las que preocupan a los ingenieros.
Se sabe que las vibraciones en resonancia ocasionan que las alas de los aviones se
rompan, que los puentes se desplomen, etc.

Ejemplo 5.3.1 Una masa que pesa 4 lb. estira un resorte 3 pulgadas al llegar al
reposo en equilibrio. Se tira luego de la masa 6 pulgadas debajo del punto de equi-
librio y se le aplica una velocidad de v/2 pie/seg dirigida hacia abajo. Despreciando
todas las fuerzas de amortiguacion y externas que puedan estar presentes, determine
la ecuacién del movimiento de la masa junto con su amplitud, periodo y frecuencia
natural ; Cuanto tiempo transcurre desde que se suelta la masa hasta que pasa por
la posicion de equilibrio?

Como estamos en el caso de una vibracién simple no amortiguada, tenemos la
ecuacion

d*x N k 0
- —r =
dt2  m ’

cuya solucion general es

k k
z(t) = c; cos (\/—t> + casen (\/—t> . c1,00 €R.
m m

Para encontrar k£ observamos que la masa de 4 1b. estira el resorte 3 pulgadas o
1/4 pie. Empleando la ley de Hooke, se tiene

1
4: :k—
mg 1’

lo que implica k =16 1b/pie. Como g = 32 pie/seg?, se tiene que m = 4/32 = 1/8

slug y por lo tanto
[k 16
— =4 [/— =8V2.
m \/ 1/8 V2
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Luego
z(t) = ¢y cos (8\/5 t) + cosen (8\/5 t) .

Imponiendo nuestras condiciones iniciales son z(0) = 6 pulgadas = 1/2 pie y 2/(0) =
V2 pie/seg, tenemos

= z(0) = ¢,
= .'L',(O) = 8\/562,

. Por consiguiente, la ecuacién del movimiento de la

&l\)l»—t

. . o 1 .
lo que implica ¢, = 5 y ¢o =
masa es

oo

1 1
z(t) = 5 €08 (8\/5 t) + gSen (8\/5 t) :
Para expresar la solucion en forma senoidal hacemos

> _ V1T

A=/t +c3 tan(qﬁ):ﬁ:ll,

8 ’ Co
Entonces
17
z(t) = %sen (8\/5 t+ ng) :

con ¢ = arctan(4) = 1.326.
2

Por lo tanto, la amplitud es A = @ , el periodoes T' = ok 4% y la frecuencia
2

natural es f = %. Finalmente el tiempo ¢ que transcurre desde que se suelta la
masa hasta que pasa por la posicién de equilibrio verifica 8v/2 4+ ¢ = 7, lo que

implica t = % = 0.16042...

5.4 Circuitos eléctricos simples

Establecimos en 3.4, para un circuito del tipo

WA
R
L
(O %
C |Q
[
Figura 32
la ecuacién diferencial
dl 1
L— + RI + =q = E(1), (5.7)

dt C
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donde:
I = intensidad de la corriente (amperios),
E = fuerza electromotriz (voltios),
R = resistencia (ohmios),
L. = inductancia (henrios),
C = capacitancia (faradios),
q = carga ( coulombs).

Como la intensidad de corriente es igual a la razén del cambio instantdneo de la

carga, es decir, [ = %, tenemos la ecuacion
d*q dq 1
— R— —q = E(t); 5.8
o bien, diferenciando
d?1 dl 1 dE
L_ J— —[ = — .
aw T a el T w (5.9)

Ejemplo 5.4.1 Un circuito RLC en serie tiene una fem dada por F(t) = sen(1001)
voltios, un resistor de 0,02 ohmios, un inductor de 0,001 henrios y un capacitor de 2
faradios. Si la corriente inicial y la carga inicial son cero, determinemos la corriente
del circuito para t > 0.

Tenemos L = 0,001, R = 0,02, C' = 2,y E(t) = sen(100t). Reemplazando en
(5.9) obtenemos

d?I dl
O,OOIE + 0,02% + 0,5 = 100cos(100¢),
o bien
el + 20d[ + 5001 100.000 cos(100 ¢)
— — = ) cos )
dt? dt

Como la ecuacion caracteristica
k? + 20k + 500 = 0
tiene raices k = —10 % 201, la solucién general de la ecuacién homogénea es
I(t) = e 'y cos(20t) + cpsen(201)] .

Usando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos una solucién parti-
cular de la forma
I,(t) = Acos(100t) + Bsen(100¢) .
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Reemplazando en la ecuacién no homogénea obtenemos

95 20

A=-—2_ B=_-—_,
9.425 9.425

lo que implica

1
(t) = m[—% cos(100t) + 20sen(100¢)].

Entonces

1
I(t) = e "¢, cos(20t) + cosen(20t)] + m[—% cos(100 ¢) 4+ 20sen(100¢)] .

Nuestras condiciones iniciales son I(0) = ¢(0) = 0.
Para encontrar I'(0), se sustituyen los valores de L, Ry C en (5.7) y se igualan
ambos miembros para t = 0:

(0,001)I'(0) + 0,021(0) + 0,5¢(0) = sen(0) = I'(0)=0.

Obtenemos asi

95
0= I(0) =c¢ ——00
0) =e -5
2.000
0= I'(0) = —10c; + 20¢y + ——
() Cl+ 62+9.4257
lo que implica
95 105
= —— g =———"
"Toa25 Y 7T 713850
Por lo tanto
05
I(t) = e 100 | —_ 0t) — 20t
(*) 9225 CO8(201) — Tamisen(20)
95 20
_ 100 ¢ 100¢) -
5425 C08(1007) + o=omsen(100¢)



