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4.4 Ejercicios resueltos del Capitulo 4
Ejercicio 4.4.1 .Encuentre la solucién general de la ecuacion

d?y r dy 1
dx? 1—2zdz 1—2x

Yy = 1- z,
sabiendo que una solucién de la ecuacién homogénea asociada es y;(z) = e*.

Solucién. Usando férmula de Abel tenemos una segunda solucién de la ecuacién
homogénea de la forma y, = vy;, con

2 2z
Y1 €

— /ief ﬁdxdx — /6—2x€:p+ln(:v—1)dx

e
= /e’“"(x — 1)dx = /:ve’“"dx - /e"""d:v =—xe .

—X

Por lo tanto y3(x) = —xe "e® = —z. De esta forma la solucién general de la ecuacion

homogénea es
yn(x) = c1€° — e .

Buscamos ahora una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea de la forma

Yp(2) = c1(z)e” — ca(x) .
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Luego las funciones ¢ (x), cy(z) deben satisfacer el sistema

A (z)e” —cy(z)x = 0
/

c(x)e” —ey(x) = 1—=x.

= c@)=ze"+e "+
— CQ(J?) =—x+cC.
Por lo tanto la soluciéon general de nuestra ecuacién es

y(x) = (re ™"+ e+ 1)e” — (—x + )z,

o bien
y(@) =2 + 24+ 1+ cre” — .

Ejercicio 4.4.2 Hallar la solucién general de la ecuacion
2 1
vV'+-y' +y=—, (#0)
x x

. sen . . . .,
sabiendo que y;(z) = Se@) o5 solucién particular de la correspondiente ecuacion

T
homogénea.

Solucién. Para encontrar una segunda solucién ys(x) de la ecuacién homogénea,
linealmente independiente con y;(x), usamos la férmula de Abel:

wo(a) = pila) [ IOy, (@) e,

con pl(ﬂﬁ) = %
Como
_/pl(aj)daj = —2111(37) - ln(:f?),
5 = sen(z) 1 a° .
ya(2) = x x2 senQ(x)d
_ sen(z) 1 .- sen(z) — cos(z)
N x /senz(x)d oz sen(z)
_ _ cos(z) '

Por lo tanto la solucién general de la homogénea es

sen(z cos(x
yn(x) = 1 x( )+02 x( ), c1,co € R.
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Para encontrar la soluciéon general de la ecuacién no homogénea usamos el método
de variacién de constante. Sea

sen(x)

y@) = erlo) ™ .

Debemos entonces resolver el sistema

¢ (@)% 1 () 2e)

|
o

" (x):vcos(x)g;sen(:v) + () —xSGH(;Q)—cos(:v) =1

Sus soluciones son
ci(z) = cos(z), dy(xr) = —sen(z),
e integrando obtenemos
ci(xz) = sen(x) +e¢1, () = cos(z) +ca.

Por lo tanto la soluciéon general de la ecuacion dada es

y(x) = (sen(x) + Cl)sen(x) + (cos(z) + CQ)COS(J:)
es decir sen(x) cos(x) 1

i) = @+ @

Ejercicio 4.4.3 Encuentre la solucion general de la ecuacion

d*y dy 1
1 Y 3 ay _ L
4z 72 + 8x . + vy tan <2x> ,

haciendo la sustituciéon x =

1
t

Solucion.Sea = = % Por lo tanto

= —— — = —¢?
dx tzdt = .
Entonces
dy _dy dt
de  dt dr dt
d?y d o dy d Zdy\ dt dy , d%y )
—2 = — |22 = [ = = [ —2— — 2= (—t
dzx? dx( dt dt dt ) dx dt dt? (=t)
2
_ opd + pdy
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Sustituyendo obtenemos

1 dy d?y 1 ,dy t
i (202w 02— sy = ()
t4< a e Blar Y M2/
es decir P
Y 1 1 (t)
= 4+ Sy = —tan (= 4.1
a 1Y T 1 (4.1)

tiene raices m = i%z, la solucion general de la ecuacion homogénea

d?y N r 0
dt? 17 =

es
t t
yn(t) = ¢ cos <§> + cosen <§> , ¢1,0 €R.

Usando el método de variacion de parametros, buscamos una solucién particular
de (4.1) de la forma

Yp(t) = c1(t)cos <§> + cp(t)sen <§> .

Luego debemos resolver el sistema

Las soluciones son
() = g () sen (5) = —gwee(3) + ges(3) =
c = ——tan|—=)-sen|{ =) = —=sec| = —cos | =
L 2 2) "M \3 27 \2 2 2

ci(t) = —1In <sec (%) + tan (%)) + sen (%) + ¢,
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Por lo tanto
s (5) + tan (5)] o+ sen ()] on (5) = o (5) e (5)
— = = sen (= ||lcos| =) — cos{=|sen (=
n |sec | an | 5, n{; 5 5 5
sec<t> + ta <t> cos<t>
p— n p— p—
2 2 2/’
y la solucién general de (4.1) es
5) + 0 (5)] s (5) + s (5) + een 5) - vca e
sec | = an | —|)|cos | = cpcos | = cosen | = | , ¢, ¢ .
9 9 9 1 9 2 9 y C1,02
De esta forma la solucién general de nuestra ecuacion es
() + o (5)] oo (32) +
sec | — an | — || cos [ —
2z 2z 2z

1 1
€1 COS (—) + cos8en (—) , c1,c9 €ER.
2x 2x

Yp (t) =

= —In

y(t) = —In

y(x) = —1In

Ejercicio 4.4.4 Usando el método de los coeficientes indeterminados encuentre la
solucion general de la ecuaciéon

y"' —y=2e"" —dxe™® + 10 cos(2x) .

Solucién. El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea 3" —y = 0 es
k? —1 = 0. Luego la solucién general de la homogénea, es

yn(x) = cre” " + coe”.

Para encontrar una solucién particular de la ecuacion no homogénea usando coefi-
cientes indeterminados, separamos en dos ecuaciones

y'—y = e"(2—4x) y (4.2)
y'—y = 10cos(2x) (4.3)

Como -1 es solucion de la ecuacion caracteristica debemos buscar una solucién par-
ticular de (4.2) de la forma

y1(z) = ze *(Az + B).
Tenemos
yi(z) = e (=Az® +(2A—B)z+B) v /(z) =e “(A2x* +(B—4A)v+2(A—- B))
y reemplazando en la ecuacién obtenemos

e *(—4Ax 4+ 2(A - B)) = e 7(2 — 4x).
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Luego A=1y A— B =1, lo que implica B = 0. Por lo tanto

Consideremos ahora la ecuacién (4.3). Como 2 no es solucién de la ecuacién carac-
teristica, buscamos una solucién particular de la forma

yo(r) = Ccos(2x) + Dsen(2z) .
Tenemos
ys(x) = —2Csen(2z) + 2D cos(2z) vy ys(x) = —4C cos(2x) — 4Dsen(2z) ,
y reemplazando en (4.3) obtenemos
—5C cos(2z) — 5Dsen(2z) = 10 cos(2x) .
Por lo tanto C' = -2, D=0y
yo(z) = —2cos(2x) .

Luego

yp(z) = y1(z) + 1o(x) = 2"

es solucion particular de nuestra ecuacion original y su solucién general es

— 2 cos(x)

Ejercicio 4.4.5 Para x > 0 encuentre la solucién general de la ecuacion
dry" + (2 — 8z )y — By = (3Vx + 2)e V¥,

usando el cambio z = t%.

Solucién. Ponemos z = t? lo que implica ‘fi—f = 2t. Ademas

, @ dy dt  1dy

YT dr T dt de T 2t

g By d (1) d(Ldy) a

dx? dx \ 2t dt dt \ 2t dt dx
S N W N I R

2t A2 '

war T o ae Fat T oae

Reemplazando obtenemos

1 [ 1dy & 1 d
2 l—; J y] +(2—8t)2—t—y—5y:e’t(3t+2),

4¢?

¢ T oae dt
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0 bién » p
Yy Yy —t
— — 4= — = t 2). 4.4
7 5 S5y = e (3t + 2) (4.4)

La correspondiente ecuacién caracteristica es
E — 4k —5 =0 = (k + 1)(k — 5),
y por lo tanto la solucion general de la ecuaciéon homogénea es
yn(t) = cre™t + coe.

Usando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos solucion particular
de (4.4) de la forma
yp(t) = te”'(A + Bt).

Entonces

y(t) = e '[-Bt* + (—A + 2B)t + A
yn(t) = e '[Bt? + (A — 4B)t + 2(—A + B)].

Reemplazando obtenemos
e [-12Bt — 64 + 2b] = e ![3t + 2],

lo que implica

1 5
B = —- 4= 2.
VR 12
Luego la solucién general de (4.4) es
1
y(t) = —Ete_t(S + 3t) + cre”t + e,

y por lo tanto la solucion general de nuestra ecuacién inicial es
y(z) = —%\/x_e‘/‘?(E’) + 3VZ) + e VT 4+ eV
Ejercicio 4.4.6 Encuentre la solucién general alrededor de z =0 de la ecuacién
y' + y = tan(z) + 3z — 1.
Determine ademaés el intervalo méaximo donde esta definida.
Solucién. Nuestra ecuacion es
y' + y = tan(z) + 3z — 1. (4.5)

Observemos primero que la ecuacién no esta definida para los x de la forma =z =
5 + nm donde n es un entero, ya que en estos x la funcién coseno se anula y
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por lo tanto no estan en el dominio de la funcién tangente. Como queremos una

solucion alrededor de x = 0, debemos partir imponiendo la condiciéon —5 < < 3.

Resolvamos entonces la ecuacién para z €] — 7, 7.

La solucion general de la ecuacién homogénea es
yn(xz) = cyrcos(r) + cosen(z).
Resolvamos primero usando variacion de parametros la ecuacién
y' + y = tan(x) (4.6)
Buscamos entonces solucién de (4.6) de la forma
y1(z) = ci(x)cos(x) + eo(x)sen(x),

y por lo tanto debemos resolver el sistema

{ cos(z)c)(z) + sen(z)ch(x) = 0
—sen(x)c)(z) + cos(x)ch(z) = tan(x).
Se obtiene

ci(z) = —tan(x)-sen(x)

¢y(x) = sen(z),

e integrando
ci(r) = sen(z) — In(sec(z) + tan(x)) + ¢,
c2(z) = —cos(x) + co.

Observe que todo esto tiene sentido ya que para x €] — 7, 7[ tenemos que sec(x) +

2
tan(x) > 0.
Luego la solucién general de (4.6) es

y1(z) = ci(x)cos(x) + co(x)sen(x) — In(sec(xz) + tan(z))cos(z),

y ésta esta definida para todo x €] — 7, 5.
Para resolver
y' +y =3¢ — 1 (4.7)

usando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos solucién de la forma
yo(r) = Ax + B.

Reemplazando en (4.7) y comparando coeficientes se obtiene
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lo que implica
yo(r) = 3z — 1.

Luego la solucién general de la ecuacién (4.5) es
y(x) = ci1(x)cos(z) + co(x)sen(z) — In(sec(z) + tan(z))cos(z) + 3z — 1,
y el intervalo méximo donde esta solucién estd definida es | — 7, 7[.
Ejercicio 4.4.7 Encuentre la solucién general alrededor de z = 7 de la ecuacién
y' + y = tan(z) + 3z — 1,

y determine ademas el intervalo maximo donde esta definida.



