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Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden

4.1 Teorema de Existencia y Unicidad

Como hemos visto una ecuacién de segundo orden es de la forma

F(z,y,y,y") =0. (4.1)

Bajo condiciones bastante generales sobre la funcién F, la ecuacién (4.1) se puede

escribir de la forma » p
Yy Yy
— = ). 4.2
dl‘z f(x7 y7 dl') ( )

Como en el caso de las ecuaciones de primer orden, para éste tipo de ecuaciones
también tenemos un teorema de existencia y unicidad de soluciones. Antes de enun-
ciarlo, y a manera de ejemplo de lo que sucede en situaciones muy generales, anal-
icemos la ecuacion

"

y" = 2% + sen(x).

Integrando sucesivamente obtenemos

T 3

y'(x) = / (s +sen(s))ds = % — cos(z) + ¢,
- 53 zt

y(r) = / (g—cos(s)—l—cl)ds =15 sen(zr) + ar + .
Zo

Como ahora la solucion general depende de dos constante arbitrarias, al imponer la
condicién inicial y(0) = 1, por ejemplo, obtenemos como tnica condicién ¢, = 1. De
esta forma, la familia de funciones que depende de la constante c¢;

.’L‘4

y(xr) = o sen(zr) + iz + 1,
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es solucion del problema

y(0) =

Para fijar la constante ¢; necesitamos una condicion adicional, que puede ser el
valor de la solucién en otro punto (problema de frontera) o bién, el valor de la
primera derivada en el mismo punto (problema de valores iniciales). Observe que
en el caso de problemas de frontera, estamos pidiendo que la solucién pase por dos
puntos distintos prefijados. Veremos més adelante, que en muchos caso no existe
tal solucion. Para el problema de valores iniciales se pide que la solucién pase por
un punto dado y que la pendiente de la solucién en dicho punto asuma también un
valor dado. A este ultimo tipo de problemas se refiere el siguiente teorema.

Recordemos primero que un subconjunto D del espacio es abierto si todo punto
de D es el centro de un rectangulo que esta contenido en DD. Mas precisamente, D es
abierto si para todo punto (xo, ¥y, 29) en D, existen nimeros positivos a,b y ¢ tales
que cualquier punto (z,y, 2) que satisface |z —xo [< a, |y —yo |[< b, | 2 — 2 |< ¢
también pertenece a D.

{ y" = z? + sen(z)
1

Teorema 4.1.1 Sea D un conjunto abierto del espacio (x,y,z) y [ : D — R una
funcion continua. Suponga ademdas que f tiene derivada parcial con respecto a y y
con respecto a z, en todo punto de D y que Of /0y y Of |0z son continuas sobre D.
Sea (19,90, 20) un punto de D. Entonces la ecuacién diferencial d*y/dx?® = f(z,y,y')
tiene una solucion u definida en un intervalo alrededor de xy que verifica u(zo) = yo
y u'(xg) = z9. Mds aun, si v es una solucion definida en el mismo intervalo que u,
y se tiene v(ty) = yo y v'(x9) = 2o entonces v = u.

De esta forma, bajo las condiciones del teorema, el problema de valores iniciales

{y” = flz,y,9)
ZJ(«TO) = Yo, y'(a:o) = 20,

tiene una tnica soluciéon maxima. Es decir, tiene una tnica solucion que no admite
continuacion. La definicién de continuacion de una solucién y de solucién maxima
para este tipo de ecuaciones, es similar a la dada para ecuaciones de primer orden
dada en los parrafos siguientes al Teorema 2.4.1.

Como la prueba del correspondiente teorema para ecuaciones de primer orden, la
demostracion de este teorema escapa a la intencionalidad de este libro. Sin embargo,
acotemos que, introduciendo la variable auxiliar v = dy/dx, nuestro problema de
valores iniciales se reduce a

(g = Gt

donde w = (y,v) y wo = (o, 20)- De modo que este teorema se reduce al teorema
de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones de primer orden pero en
dimensiones mayores.
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4.2 Casos simples de reduccion de orden

1. Para f continua sobre un intervalo I considere la ecuacion

T fw).

dz?

Un ejemplo de este tipo de ecuacién fue dado en la seccién anterior. Como en dicho
ejemplo, integrando una vez obtenemos la ecuacién de primer orden

Z—i:/wjf(u)duﬂLﬁ:ﬁ(ﬁ)ﬂLCu

donde xy es un punto en I. Volviendo a integrar obtenemos la solucién general:
y(x) = / fi(w)du + cox + ¢,
zo

donde ¢; y ¢y son constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.2.1 Considere para z ¢ {7 + n7 : n € Z} la ecuacién

dZ
d—g = sec?(z) .
x

Queremos encontrar la soluciéon general, las soluciones particulares que verifican
y(m) =1y las soluciones particulares que verifican y(r) =1y y'(7) = 0.

Para cada n € Z sea I,, el intervalo abierto }g +(n—-1m 3+ mr[. Observe que
cuando | n | es par (resp. es impar) se tiene que cos(z) > 0 (resp. cos(z) < 0) para
todo x € I,,.

Una primera integracion nos da

dy

L Ap—
- an(z) + ¢
y una segunda
(z) =1 L +cr+
)=In|— )+ +c.
! [cos() ) 70T

Luego la solucién general es

1

—— | +car+c, v€l,, nei.
| cos(z) |

Yn(z) = In (

Las soluciones que verifican y(7) = 1 estan definidas en I; = ]—%, z [ Debemos
resolver la ecuacion
l=y(m) =cm+ca,
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lo que nos da ¢; = 1 — ¢;m. Luego las soluciones que verifican y(7) = 1 son

b
| cos() |

yc(x)zln< >+c(:c—7r)+1, xe]—gg{

Si queremos ademads que verifiquen y'(7) = 0, como
y'(z) = tan(z) + ¢

debemos resolver la ecuacion
!
0=y'(n)=r¢c.
Luego la solucién es unica y esta dada por

y(x)zln<#>+1, v e

| cos() |

|
o] 3
o] 3

2. Ecuaciones del tipo
d?y dy
ke f(z, %)

con f continua sobre un conjunto abierto A del plano.

. . . . 2
En este caso introducimos la variable p = %7 de donde se obtiene ¥ = <%

) dz dx?”
Entonces sustituyendo tenemos

dp

% = f(l',p)

que es una ecuacion de primer orden.

Ejemplo 4.2.2 Resolvamos la ecuacion diferencial

d’y L dy
T— + 2— = x.
dx? dx
Sea p = g—;’. Entonces tenemos j—’; = % y la ecuacion de primer orden
d
x—p + 2p = x.
dx

Esta es equivalente a la ecuacion lineal de primer orden

dp 2
ap =1
da:+xp ’



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile

cuya solucion es
p(r) = e[ ide {01 +/ef%dmdx}
p(l‘) — 672ln(m) [Cl +/€21H($)dl':|

p(z) = % [cl —|—/x2dx]

() 1 N x3
x) = — |+ —
p 2 | 3
Pero p = j—g implica ;
Y c1 x
-~ = = 4 =
dx x? 3
Finalmente integrando obtenemos
2
C1 T
= —— + — + o,
y(x) " 6 C2
que es la solucién general.
3. Ecuaciones del tipo
d*y dy
a f(y, %)

con f continua sobre un sobre un subconjunto abierto A del plano.

d

También en este caso introducimos la variable p = 22, obteniéndose

7y

d?y _dp dpdy dp
de?  dr dydr dyp
y la ecuacion se reduce a

dp ., dp 1
—p=f(y,p), obién —=-f(y,p
5= 1) 5= ()

que es de primer orden.

Ejemplo 4.2.3 Encontremos la solucién general de la ecuacion

dZ?J dyQ
(&2 o,
Vo (=)

107
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Poniendo p = j—g, tenemos % = %p y la ecuacion queda
L =
dy
Dividiendo por p, la ecuacién se puede escribir de la forma
dp _ dy
p )
cuya solucién es
ply) =c1y.

Volviendo a las variables y y x tenemos la ecuacion

y _ : dy
=1y que es equivalente a =c dx.
dz y

Integrando obtenemos
In(y) = ¢y« + In(ca)

y exponenciando
y(x) =coe™?.

4. Ecuaciones del tipo
F(z,y,y,y") =0
donde F(z,y,y',y") es la diferencial total de una funcién ¢ (z,y,y').

En este caso nuestra ecuaciéon es
dip =0
y por lo tanto sus soluciones son las soluciones de la ecuacién de primer orden
(r,y,y) =c
donde ¢ es una constante arbitraria.
Ejemplo 4.2.4 Encontremos la solucién general de
yy" +(y)* =0.
La ecuacion se puede escribir como
d(yy') =0 lo que implica yy' = ¢,
o lo que es lo mismo

ydy = ¢;dz cuya solucién es  y* = ¢,z + ¢ .
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5. Ecuaciones del tipo

F(z,y,y,y") =0
tales que existe funcién p(z,y,y") de modo que p(x,y,y')F(z,y,y',y") es la diferen-
cial total de una funcién ¢ (x,y,y’).

Como en el caso anterior, resolvemos ¢ (z,y,y') = c¢. Entonces cada solucién de
esta ecuacion es solucién de F'(x,y,y’,y") =0 o/y de u(x,y,y’) = 0. Luego, debe-
mos eliminar las soluciones superfluas, es decir aquellas que verifican u(x,y,y’) =0
o aquellas que indefinen p y no verifican F(x,y,y’,y") = 0.

Ejemplo 4.2.5 Encontremos usando este método nuevamente la solucion general
de

yy" —(y)* = 0.
Multiplicando por p(y) = y% se obtiene
[/ 12
vy 2(y) _aLy=o.
) )
Luego tenemos

d
Yo cidr = In(y) = ez + In(co)
Y

= y(x) = 2"

La tnica funcién candidata a ser solucién superflua es y = 0 (ya que g no esta
definida para y = 0), pero no lo es ya que claramente es solucién de la ecuacién
original.

6. Ecuaciones del tipo
F(z,y,y,y") =0

donde F' es homogénea respecto a la segunda, tercera y cuarta variable; es decir,
existe n € N tal que para todo (z,y, 2z, w) se tiene

F(z,ky, kz, kw) = k"F(z,y,z,w) .

Introducimos una nueva variable z a través de la expresion
y = ef zdx

Derivando ambos lados con respecto a x dos veces, se obtiene

y/zzefzd:v y y//:(22+zl)6fzdx,
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y al reemplazar en nuestra ecuacion

OZF(Jf,y,yl,y”) _ F(x,efzdm,zefzdm,(ZQ_|_Zl)6fzdm)
= e”deIF(x, 1,2,2° 4+ 2)
— F(z,1,2,22 +7') =0, que es de la forma

f(x,2,2') =0 (ecuacién de primer orden) .
Ejemplo 4.2.6 Resolvamos la ecuacion
yy" — () = 6ay®.

Aqui F(x,y,y,y") = yy" — (v')* — 62y? |, que es homogénea con n = 2.
Poniendo y = eJ 242 1a ecuacién se transforma en

ezf”l’”(z2 +2' =22 —67) =0 que es equivalente a 2’ = 6.
La solucién de esta ultima ecuacion es
a2
2(z) =32 4 ¢,

lo que implica
x3+clx+cz

y por lo tanto

4.3 Ecuaciones Lineales de Segundo Orden

Son ecuaciones de la forma

ag(2)y" + ar(x)y’ + ax(x)y = p(). (4.3)

donde en general ag, ay,as y ¢ son funciones continuas definidas en un intervalo 1.
Un ejemplo importante de este tipo de ecuaciones es la que modela el movimiento
de una masa acoplada a un resorte:

d*z dz

donde m representa la masa del objeto, ¢ y k£ son constantes y F' es una funcion
dada.

Volviendo a la ecuacién (4.3), si ap(z) # 0 para todo = € I, dividiendo por ay(x),
reducimos (4.3) a su forma normal

Y+ o)y +pa(2)y = g(x). (4.4)
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Por lo tanto (4.4) es de la forma y" = f(z,y,y') con f(z,y,2) = g(x) — p2(x)y —
p1(x)z. Asi tanto f, como 0f/0y = —po(x) y 0f/0z = —pi(x) son continuas en
I x R?, y entonces nuestra ecuacién verifica el Teorema de Existencia y Unicidad
(4.1.1). Mas que esto, se puede probar que, dado un punto (zg,yo, 20) € I x R?,
existe una tdnica solucién u de (4.4) definida en todo el intervalo I, tal que u(xy) = yo

y u'(zg) = 2.

Para deducir con mayor facilidad importantes propiedades de este tipo de ecua-
ciones diferenciales, asociado a las funciones p; y p, de antes, consideremos el ope-
rador L que toma cualquier funcién u, dos veces diferenciable sobre el intervalo I,
y le asocia la funcién L[u] definida por

Llu](z) = u"(x) + p1(2)u' (x) + po(z)u(z) . (4.5)
Usando este operador la ecuacién (4.4) se escribe de la forma
Ly = g(z), (4.6)
Tal operador se llama operador diferencial lineal pues verifica:

1) L[cu] = ¢L[u] para todo ¢ € R,
2) L{uy + ug) = L{uy]| + L{uy].

Combinando ambas propiedades se obtiene
3) LI>7_; crug) = Yk ex L]ug], donde ¢y, ..., ¢, € R

La demostracién de 1), 2) y 3) es muy sencilla y se deja de ejercicio para el lector.

4.3.1 Ecuacion Lineal Homogénea de Segundo Orden
Son ecuaciones de la forma
Y +pi(2)y +pa(z)y=0. (4.7)
con pi, pe funciones continuas definidas en un intervalo 1.
Usando el operador diferencial L esta ecuaciéon se reduce a
Lly]=0. (4.8)
Como consecuencia de la linealidad de L, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1 1) Si y; es solucion de la ecuacion (4.8), entonces para todo
c € R, cy; es solucion.

2) Siyi,ys son soluciones de (4.8), entonces y, + ya es solucion.
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3) Luego si yi,...,Ym Son soluciones de (4.8), entonces cualquier combinacion
lineal de ellas, digamos Y ;" ckyi, es solucion.

4) Si (4.8) (con coeficientes p;(x) reales) tiene una solucion compleja y(x) =
u(z) + iv(z), entonces la parte real u(x) y la parte imaginaria v(x) son solu-

ciones (reales) de (4.8).

5) Siy es solucion de (4.8) y existe xy € I tal que y(xo) = y'(z9) = 0, entonces
y(x) =0 para todo x € I.

Demostracién: 1) y 2) se dejan como ejercicios. 3) es consecuencia directa de 1)
y 2). Para 4), notemos que si y(z) = u(z) + iv(z) es solucién de (4.8), entonces

Lly|(z) = Llu](z) + iL[v](x) = 0, paratodox €.

Pero como un nimero complejo es cero sélo si su parte real y parte imaginaria son
cero, tenemos que

Llul(xz) = 0, L[v](z) = 0, paratodox €I,

y por lo tanto u y v son soluciones de (4.8) en I.
Finalmente 5) sigue directamente del teorema de existencia y unicidad, ya que
la funcién idénticamente cero es también solucién.

Definicién 4.3.2 Las funciones ui(x),...,u,(x) se dicen linealmente dependi-
entes (L.D.) en el intervalo I, si existen constantes ci, ..., ¢, no todas nulas, tales
que

cur(z) + ...+ cpup(x) =0 para todo z € 1. (4.9)

Las funciones ui(x),...,u,(x) se dicen linealmente independientes (L.I) en I
si (4.9) se verifica sélo cuando ¢y = ... = ¢, = 0.

2

Ejemplo 4.3.3 Las funciones 1,z,z*,..., 2" son L.I. en cualquier intervalo I.

En efecto si
coF+er+er?+..  +e"=0 Vrel

entonces, todo x € I es raiz de este polinomio que es de grado < n. Como todo
polinomio, salvo el constante igual a cero, tiene sélo un nimero finito de raices,
tenemos que ¢cg =¢; =cy =...=c¢, = 0.

Ejemplo 4.3.4 Sik, # ko las funciones €17, ek*® son L.I. en cualquier intervalo 1.
En efecto, la relacion

€M 4 et =0 Vo el

c1+ e FT = yp e

(derivando) (ko — ky)ce®F)T =0 vz e ]
=0 =—=c1=0.

il
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kx

Ejercicio 4.3.5 Demuestre que las funciones e, xe** son L.I. en cualquier intervalo

1.

Ejercicio 4.3.6 Demuestre que las funciones sen(kx), cos(kx) son L.I. en cualquier
intervalo I.

Teorema 4.3.7 Si y1,ys son L.D. en I, entonces el determinante (llamado wron-
skiano)

W(m):vv/yl,yd(x):‘g;(‘”) A% ‘:0 voel.

Demostracion. Sean ¢, ¢y constantes no ambas nulas tales que

c1y1(z) + coya(x) =0 Va € I. Entonces también
a1y (x) + cayp(x) =0 Vo el

Si, por ejemplo ¢; # 0, multiplicando la primera ecuacién por yi(z) y la segunda
por yi(x) y restando, se obtiene para todo x € I

W (@)ye(r) —p(r)y(2) =0 = W(x)=0 = W(z)=0.
Recuerdo 4.3.8 FEziste (z,y) # (0,0) tal que

A A

B, By

le+Bzy =0 ‘

Teorema 4.3.9 Sean y;, ys son soluciones L.1. en I de la ecuacion lineal homogénea
v +pi(@)y + pa(2)y =0,
con coeficientes continuos pi(x), p2(x) en I. Entonces el wronskiano

T

8

n(r) y2(x) ‘
W(x) = #0 Vrxel.
@) ‘ HORAL
Demostracién. Supongamos existe zy € I tal que W (zy) = 0. Entonces existen
constantes ¢y, ¢o, no ambas nulas, tales que

c1y1(@o) + coya(@o) =0
a1y (To) + c2yy(w9) =0

Pero entonces, y(x) = c1yi(z) + coy2(z) es también solucién y verifica y(zg) =
y'(z9) = 0. Esto implica que y(z) = 0 para todo = € I, y luego ¢; = co = 0. Esta es
una contradiccién y por lo tanto W(x) # 0 para todo x € I.
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Teorema 4.3.10 Sean v,y son soluciones L.I. en I de la ecuacion lineal ho-
mogénea
y' +pi(@)y +pa(2)y =0,
con coeficientes continuos pi(x),pa(x) en I. Entonces la solucidn general de esta
ecuacion es
y(x) = cryi(z) + caya(x), con ¢, € R.

Demostracién. Sea y(z) solucién cualquiera de nuestra ecuacién. Debemos de-
mostrar que existen constantes cp, ¢y tales que y(x) = cyyi(z) + ey (), para todo
x el

Fijemos zq € I y sean yo = y(z0) v 20 = y'(x9). Consideremos

¢y — Yo¥a(T0) = zoy2(w0) - yoi(T0) — 2041 (%)
W (o) 7 W (o)

Es inmediato verificar que con estos valores de ¢y, ¢, se obtiene:

cy1(xo) + caya(w0) = Yo
eyt (o) + coyp(wo) = 2.

Entonces la solucién a(z) = ciyi(x) + coyo(r) verifica las condiciones iniciales
a(zg) = yo y & (xg) = 2zp. Como la solucién y(z) también las verifica, concluimos
que y(z) = a(r) = c,y1(x) + c2y2(x), para todo x € 1.

Corolario 4.3.11 El numero mdzimo de soluciones linealmente independientes de
la ecuacion y" + p1(x)y + p2(x)y =0 es dos.

Ejemplo 4.3.12 Considere la ecuacion

y —y=0.

—T

Se puede chequear directamente que las funciones y;(z) = e” y yo(x) = e son

soluciones particulares. Ademas como son L.I., la solucién general es

y(x) =cre® + e ¥, 1,00 €R.

Férmula de Abel. Si conocemos una solucién particular y;(z) de la ecuacién

Y +pi(x)y + pa(z)y =0,

hagamos la sustitucién y(x) = y;(x)z(z) con z(x) = [u(x)dz.
Tenemos que

= yz+ums, vy
= ylz+ 2912 +y 2.
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Reemplazando en la ecuacién obtenemos

iz 4 2y12 +yi2" + (Y2 + yi2') + peyiz =0
= (g +puyy +p2y1)z + 2y +piyn) 2 + 2" =0
= 2y +py)d +1312" =0.

Como 2'(z) = u(x), nos queda la ecuacién de primer orden de variables separables
2y} + pry1)u+yru’ = 0.

La podemos escribir de la forma

d
o (—2& —p1)dx,
u Y1
cuya solucion es
L)
u(x) = e~ J pi(@)de
(=) yi(x)?
Esto implica que
0= [
z(r) = T,
yi(x)?
y por lo tanto
e—fpl(x)d:v

= ——d fo la de Abel
wla) =) [ = e, (formula de Abel

es una segunda solucién de nuestra ecuacion

y" 4+ pi(x)y’ + pa(x)y = 0.

Finalmente observe que estas soluciones son L.I. ya que el correspondiente wrons-
kiano es
W(z) = o~ [ pi(@)dz

Ejemplo 4.3.13 Resolver la ecuacién z%y” — zy’ +y = 0, sabiendo que y,(z) =
es una solucién particular.

El primer paso es escribir la ecuacién en la forma en que podemos aplicar el proce-
dimiento anterior ( y” libre de variables). Dividiendo por z* tenemos

" 1l 1
y -~y + 5y =0.
X X

1
De esta forma p;(x) = —— y usando la férmula para z(z) obtenemos
T

2(z) = /de = /ef%dxdx

2 2

In(z)
= /6 de = d—x:ln(x).

z2 T
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Por lo tanto la segunda solucién que se obtiene es
yo(z) = zz(x) = z In(z),

lo que implica que
y(z) = z(c; In(x) + )

es la solucion general.

4.3.2 Ecuaciones Lineales Homogéneas de Segundo Orden
con Coeficientes Constantes

Ahora nuestra ecuacién es
" !
apy + a1y +ay =0, (4.10)
con ag, a;, as constantes reales, ag # 0.

Los ejemplos anteriores sugieren buscar soluciones de la forma y(x) = €%, donde
k es una constante real a determinar. Tenemos entonces

y'(x) _ kek:v y y//(x) — k2ekx‘
Reemplazando en (4.10) se obtiene
e (agk® + ark +ay) = 0.

Luego
y(z) = €M% es solucién de (4.10) <= k; es solucién de la ecuaciéon cuadritica

a0k2+a1k—|—a2 =0. (411)
Tal ecuacién es llamada ecuacién caracteristica asociada a (4.10).

Casos posibles. Sea d = a? — 4agay, el discriminante de la ecuacién caracteristica
(4.11), y ky, ko sus raices.
1) d > 0. Entonces k, ks son raices reales y distintas de (4.11),

—ay — Vd —ay +Vd
= Yy = TV

2@0 2@0

y la solucion general es

y(x) = c16M% 4 e ¢l ey € R.
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2) d = 0. Entonces k1 =k = —3- € Ry yi(2) = ek1? es solucion.
Afirmacién y,(x) = ref® es también solucion.
En efecto,
Yy (1) = kyxef® 4+ F1% = kyyy(x) + eM1” (4.12)
— ) (2) = kyh(z) + k™. (4.13)
De la ecuacién (4.12) obtenemos e"® = yb(z) — kyy2(z). Reemplazando esto en

(4.13) obtenemos

2
ar aj

ys(x) = 2kiyy(z) — kiye(z) = —a—oyz(x) - 4—%2)(02(35)

2
. _ a2
y como 1l = ao tenemos

lo que implica
aoYs () + aryy(x) + azya(z) = 0.
Esto prueba la afirmaciéon y por lo tanto la solucion general en este caso es
y(x) = e (¢, + cox), c1,c €R.

3) d < 0. En este caso ki, ky son nimeros complejos conjugados,

ki=a—1i8, ky=a+18, con a:—ﬁ, B =
20,0 2(10

[

De esta forma
e* T = e (cos(Bx) —isen(Bx)) y € T = e (cos(Bx) + isen(fr))

son raices complejas de (4.10). Luego la parte real y;(z) = e*® cos(Sx) y la parte
imaginaria y,(x) = e**sen(Sx) son soluciones reales. Ademds como ellas son L.I., la
solucion general es

y(x) = e*(cy cos(fx) + cosen(fx)), c¢1,02 € R.
Ejemplo 4.3.14 3" — 3y’ + 2y = 0.

La ecuacidon caracteristica es
E*—3k+2=0,

cuyas raices son k; =1y ky = 2. Por lo tanto la soluciéon general es

y(l') = 01615 + CQQZI ) C1,C2 S R
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Ejemplo 4.3.15 3"+ 4y’ + 5y = 0.

La ecuacidn caracteristica es

E*+4k+5=0,
cuyas raices son k1 = —2 — iy ko = —2 + 2. Por lo tanto la solucién general es
y(z) = e *(c; cos(z) + cosen(z)), c1, ¢z € R.

Ejemplo 4.3.16 ¢y" +2y' +y =0.

La ecuacidn caracteristica es
E2+2k+1=0,

cuyas raices son k; = ko = —1. Por lo tanto la solucién general es

y(x) =e (1 + x), 1,00 €R.

4.3.3 Ecuacion de Euler

Son ecuaciones de la forma
aox®y" + a1xy’ + asy =0, (4.14)

con ag, a;, as constantes reales, ag # 0.
Si hacemos la sustituciéon z = e' (para > 0), obtenemos dz — ¢t v por lo tanto

dt
g—; = e t. De esta forma

g v _dy
de dtdr dt

d?y d dy _ d dy _, dt d>y _, dy _,\ dt
" _(_ t) — _(_ t)@ — t__e t

S o T di dt© at Tt dr
d2y —9t dy —9t ot d2y dy
= @t Tawt — ¢ )

Reemplazando en (4.14) obtenemos

t

d? d d
2 72t(—y - _y) +arefe” L asy =0,

age”’e

dt?>  dt dt
que es equivalente a la ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes:
d*y dy
ay—— + (a1 —ag)— +ay =0. 4.15
02 (a1 0) dt 2Y ( )

La ecuacidn caracteristica de (4.15) es

Cl()kz + (0,1 — ag)k+a2 =0.
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De este modo si k; es rafz de esta ecuacion, y(t) = eF1? es solucién de (4.15), lo que
implica que
y(x) — ekl In(z) — $k1 ’

es solucién de nuestra ecuacién inicial (4.14).

Nota. En la préctica a veces es conveniente buscar directamente soluciones de (4.14)

de la forma y(z) = *.

Ejemplo 4.3.17  2%y" + Say’ —y = 0.

La correspondiente ecuacion caracteristica es

3
K +k—1=0,
2
cuyas raices son k; = % y ko = —2. Por lo tanto la soluciéon general es

y(x) = clx% +cr?, ¢, €R.
Ejemplo 4.3.18 2%y’ — a2y’ +y = 0.

La correspondiente ecuacién caracteristica es

K2 —2k+1=0,
cuyas raices son k; = ko = 1. Por lo tanto son soluciones para la ecuacion transfor-
mada
n(t) =€, v @) =t
Asi

yi(x) =z, y y(r)=(Inz)z,

son soluciones de nuestra ecuacién y lasolucion general es
y(x) =xz(c1 + 2 In(z)), 1,00 €R.
Ejemplo 4.3.19  2%y" + 2y’ +y = 0.

La correspondiente ecuacién caracteristica es

E+1=0,
cuyas raices son ki = —t y ky = 1. Por lo tanto son soluciones para la ecuacion
transformada
yi(t) =cos(t), y ya(t) =sen(t).
Asi

yi(z) = cos(In(z)), vy ya(x) = sen(ln(z)),

son soluciones de nuestra ecuaciéon y la solucién general es

y(x) = ¢y cos(In(x)) + cosen(In(z)), ¢, € R.



120 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

Ejercicio 4.3.20 Considere la ecuacion
ag(azx + b)*y" + ai(azx + b)y' + ayy = 0.

Por medio de una sustitucién de variables transformela en una ecuaciéon de Euler y
resuelvala.

4.3.4 Ecuaciones Lineales de Segundo Orden no Homogé-
neas

Consideremos la ecuacién

y' + @)y + pa(@)y = f(2), (4.16)
donde py,ps v f son funciones continuas definidas sobre un intervalo 1.

Usando el operador diferencial lineal L definido en (4.5), esta ecuacién toma la
forma

Lly] = f(). (4.17)

Las siguientes propiedades son consecuencia inmediata de la linealidad del operador
L.

1) Si y; es solucién de Ly | = 0y ¢ es solucién de Ly | = f(x), entonces y; + ¢ el
solucién de Lly | = f(x).

2) Si y; es solucién de L]y | = fi(x), parai = 1,...,n, entonces y(z) = >1 | a;y;(z)
es solucién de Ly | = X, «;fi(z), donde oy, i = 1,...,n, son constantes.

3) Suponga que las funciones pi,ps, U y V son real valoradas. Entonces, si la
ecuacion

Ly | =U(x)+iV(x)
tiene solucion

y(x) = u(z) +iv(z),
con u y v real valoradas, entonces u(z) es solucién de L]y | = U(x) y v(x) es solucién
de Lly | = U(x).

Teorema 4.3.21 Considere la ecuacion Ly | = f(x), con coeficientes py,ps y f
continuos en un intervalo I. Si cy1(x) + coya(x), con ¢1,co € R, es la solucion
general de Ly | =0, y g es una solucidn particular de Lly | = f(x), entonces

y(x) =y (z) + coyo(x) + g(x), 1,62 €R,

es la solucion general de Ly | = f(x).
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Demostracién Sea §; una solucién cualquiera de Lly | = f(z). Tenemos que
demostrar que existen constantes ¢, co € R tales que

U (z) = iy (x) + conolw) +3(z), Vel

Pero como ¢; — ¢ es solucién de la ecuacién L]y | = 0, existen constante ¢;, ¢y € R
tales que

Ji(w) = g(z) = ey () + (), Vo e,

lo que termina la demostracion.
Ejemplo 4.3.22 " +y =1=z.

Claramente y(z) = x es solucién particular.
Consideremos ahora la ecuacién homogénea y” + y = 0. Su ecuacién caracteristica
es k2 4+ 1 =0y por lo tanto su solucién general es

c1cos(z) + cosen(z), 1,00 €R.
Por lo tanto la soluciéon general de nuestra ecuacién inicial es

y(x) = c1 cos(x) + cosen(z) + ., ¢, € R.

4.3.5 Meétodo de variacion de constantes

A continuacién introduciremos un procedimiento para encontrar una solucién par-
ticular de una ecuacion lineal no homogénea bajo el supuesto que conocemos la
solucion general de la correspondiente ecuaciéon homogénea.

Como siempre L denota el operador
Llu)(z) = u"(z) + p1(2)u'(z) + p2(2)u(z)

donde py, p son funciones continuas sobre un intervalo I.
Suponga que c1y;(x) + coy2(x), ¢1,c2 € R es la solucién general de Ly | = 0.
Dado una funcién f continua sobre I, buscaremos una solucién particular de L]y | =
f(z) de la forma:

y(@) = cr(@)y (@) + c2(w)ya(2)
Tenemos entonces dos funciones incognitas ¢;(x) y ¢a(x). Estas deben ser tales que
c1(z)y1(x) + co(z)ya(x) satisfagan la ecuacion

Y+ pi(@)y + pa(2)y = f(z).

Es decir tenemos dos funciones incégnitas y una tnica ecuacién. Podemos entonces
pedir que ¢;(x) y ¢a(x) verifiquen una ecuacién adicional que facilite su célculo.
Observe que si y(z) = ¢1(x)y1(z) + c2(x)y2(z), entonces

Y (7) = ca(@)yi(2) + ca(@)ys (@) + 1 (@) () + e () ya(w) -
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Para que por lo menos al hacer la primera derivada de y(x), las funciones ¢;(x) y
c2(x) se comporten como constante, imponemos la condicién adicional

A (2)yr (z) + &4(2)y2(z) =0, Vrel.

Con esta condicién tenemos

y(@) = a@)y (@) + e@)y(r),
y'(z) = al@y(e)+al@)y) v
y'(2) = al@)y(@) + ca(e)ys () + i (@)yi (x) + e ()ys(w)

Reemplazando en nuestra ecuacién y ordenando obtenemos

fl@) = a@)yi() + 5 (@)ys(w) + cu() (i (7) + p1 ()91 () + p2(r)p1 (2))
+02(2) (43 () + p1(2)ya (2) + pa(a)ya(2))
= a@)yi() + &5 (x)ys(x)

Por lo tanto nuestras funciones ¢;(z) y co(z) deben satisfacer el sistema

{Cﬁ(x)y1(x)+0’z(ff)yz(w) =0
@)y () + e (x)ys(r) = f(z)

con funciones incégnitas ¢} (z) y ¢y(x).
Observe que para todo = € I, el determinante del sistema

yi(z) ya(r)
yi(
coincide con el wronskiano W (z) de la ecuacién homogénea. Como ¥, y y, son L.I.

W (z) # 0, y por lo tanto el sistema siempre tiene solucién. Estas soluciones son

Asi encontramos | (z) = ¢1(x), ch(x) = ¢2(x). Finalmente integrando obtenemos

= [6i@)dz+a vy o) = [on)de+e.

Ejemplo 4.3.23 4"+ y = Cosl(m).

Como la solucién general de 4" +y =0 es ¢ cos(x) + cosen(x), ponemos

y(z) = c1(x) cos(x) + co(x)sen(x) ,
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y tratamos de resolver el sistema,
¢1(z) cos(r) + ¢ ()
—cy(z)sen(r) +

(
Resolviendo obtenemos

sen(x)

= ci(x) =In( cos(z) |)+¢ v

() = -

cos(x)

hx)=1= z)=x+¢&.

Luego la solucién general es
y(x) = ¢ cos(z) + ésen(z) + In(] cos(x) |) cos(x) + zsen(x), 1,6 € R.
Ejemplo 4.3.24 Hallar la solucién general de la ecuacion
2 1
V'+-y'+y=—, (@#0)
x x

. sen . . . .,
sabiendo que y;(z) = % es solucién particular de la correspondiente ecuacion

homogénea.

Para encontrar una segunda solucién yo(z) de la ecuacién homogénea, lineal-
mente independiente con y;(z), usamos la férmula de Abel:

p(x) = y(x) [ e Im@dy (1) 24y

con pi(z) = 2
Como
_/pl(aj)daj = —2111(37) - ln(:f?),
5 = sen(z) 1 a° .
y2(7) = x x? senQ(x)d
_ sen(x) 1 v sen () ) — cos(z)
N x /senQ(x)d x sen(z)
_ _ cos(z) '

Por lo tanto la solucién general de la homogénea es

sen(z cos(x
yn(x) = 1 x( )+02 x( ), c1,co € R.
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Para encontrar la solucion general de la ecuacion no homogénea usamos el método
de variacién de pardmetros. Sea

y(@) = o (x)sen(x) N CZ(x)cos(x)
x x
Debemos entonces resolver el sistema
()50 4 () ) =
¢ (x)mcos(z)xgsen(m) + (@) fxsen(;;)fcos(m) _ %
Sus soluciones son
ci(z) = cos(z), dy(xr) = —sen(z),
e integrando obtenemos
ci(xz) = sen(x) +e¢1, () = cos(z) +co.
Por lo tanto la solucién general de la ecuacion dada es
y(x) = (sen(x) + Cl)sen(x) + (cos(z) + Cz)cos(x)
es decir sen(x) cos(x) 1
Y@ = a@ D+ o@D 4

4.3.6 Meétodo de coeficientes indeterminados
Este método se aplica para encontrar una solucién particular para ecuaciones del
tipo
m
aoy” + ary' +azy =) _ " (P;(w) cos(qir) + Qi(w)sen(giw)) (4.18)
i=1

donde ag, a1, as, ; y ¢; son constantes reales, ag # 0, y P;(z), Q;(z) son polinomios.
La correspondiente ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea es
2 _
agk' +CL1]€+GQ =0. (419)

Observe que el tipo particular de funciones que aparecen en el lado derecho
de la ecuacién (4.20) consta de términos de la forma k,z", con n entero positivo,
e, cos(qx), sen(qx), o bién expresiones que se pueden obtener por un nimero finito
de adiciones, sustracciones y/o multiplicaciones de las anteriores.

Ejemplos de este tipo de ecuaciones son

Y+ 4y + 5y = 2> y y' 4+ 5y +4y = 8x* + 3+ 2cos(2z) .
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El siguiente teorema nos da un método para encontrar una soluciéon particular
en el caso m = 1. Si m > 1, para cada ¢ = 1,---,m, usando este método podemos
encontrar una solucién particular y;(z) de la ecuacién

aoy” + ary' + azy = " (P;(x) cos(qix) + Qi(z)sen(g;z)) .
Luego

() = f;yz(x)

es solucién particular de (4.18).
Consideremos entonces la ecuacion

aoy” + a1y’ + asy = " (P(x) cos(qx) + Q(x)sen(qx)) , (4.20)
donde ag, a1, as,r y ¢ son constantes reales, ag # 0, y P(x),Q(x) son polinomios.

Teorema 4.3.25 Sea n = max{gradoP, gradoQ}.
a) Si r+iq no es raiz de la ecuacion caracteristica (4.19), entonces la ecuacion
(4.20) tiene solucion particular de la forma

yp(z) = €"(R, () cos(qx) + S, (x)sen(qz)) .

donde R,(x),S,(x) son polinomios de grado n.
b) Sir+iq es raiz de multiplicidad o de (4.19), entonces la ecuacion (4.20) tiene
solucion particular de la forma

yp(z) = %" (R, () cos(qx) + Sy, (x)sen(qz)) .

donde R,(x),S,(x) son polinomios de grado n.
En cada caso los coeficientes de los polinomios R, (x), S, (z) se calculan reem-
plazando y,(x) en la ecuacion.

Ejemplo 4.3.26 Encontremos una solucién particular de la ecuaciéon
y' + 4y +5y = 23,
Como r £+ i1q = 3 no es raiz de la ecuacion caracteristica
K> +4k+5=0,

y el maximo entre los grados de P(x) =2y Q(z) = 0 es cero, debemos buscar una
solucion particular de la forma

yp(z) = Ae®® .
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Para encontrar el valor de A calculamos las dos primeras derivadas de y,
yp(z) =3Ae> y  y)(x) =9A4e™,
y reemplazamos en la ecuacion diferencial obteniendo
9A4e* + 124€™ + 54 = 2¢°.

Por lo tanto

1
264" = 2¢3% @ — A=,
13
y nuestra solucién particular es
1
yp(x) = Eeax :

Ejemplo 4.3.27 Encontremos una solucion particular de la ecuaciéon
y' +5y +4y = 3+ 82?4+ 2cos(2z).
La ecuacion caracteristica es
k*+5k+4=0.

Escribamos la ecuacion de la forma

Lyl = fi(=) + falx),

con fi(z) =3+ 8z%y fo(x) = 2cos(2x).
Para Lly] = fi(x), como r £ ig = 0 no es raiz de la ecuacién caracteristica y
grado de P(z) = 3 + 8z? es dos, tenemos solucién particular de la forma

y1(z) = Ag + Az + Aga?

Con respecto a L[y| = fo(x), r+ig = 2i tampoco es raiz de la ecuacién caracteristica.
Ademas como el maximo entre los grados de P(x) =2y Q(x) = 0 es cero, tenemos
solucién particular de la forma

yo(z) = Aj cos(2x) + Aygsen(2z) .

De esta forma la ecuacién inicial Ly] = fi(z) + f2(x), tiene solucién particular de
la forma
yp(2) = Ag + A1 + Ayx® + Az cos(2z) + Aysen(27).

Tenemos
y,(x) = Ay + 2452 — 2A3sen(2z) + 24, cos(2z)

Yy (x) = 2Ay — 4 A5 cos(2z) — 4Aysen(2x) .
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Asi

Liy,|(z) = 2Ay —4A3c0s(2x) — 4Asen(2z) + 5(A; + 24,0 — 2A3sen(2x)
+2A4 cos(2z)) + 4(Ag + Az + Arx® + Az cos(2z) + Aysen(2z))
= (245 +5A; +440) + (1045 + 44,)z + 4 A2 + 1044 cos(2z)
—10Assen(2x),

y comparando con
fi(@) + fo(z) = 3+ 82® + 2cos(27),

obtenemos las ecuaciones

24 + 5A;, + 44, =
104, + 44, =

44, =

104, =

~104; =

S N o0 O W

cuyas soluciones son
A3 =0, A4:é, Ay =2, Ay =-5, Ay =6.

Luego

yp(r) = 6 — 5 + 227 + ésen(2x) ,
es la solucién particular buscada.
Ejemplo 4.3.28 Busquemos una solucién particular de

y' —1y — 6y =e % 4 2e ",
La ecuacién caracteristica es

K —k—-6=(k+2)(k—3)=0.

Como —2 es rafz de multiplicidad uno de ella, la ecuacién Lly] = e™* tiene solucién

de la forma

y(z) = Agwe™*

Por otra parte —3 no es raiz de la ecuacién caracteristica y luego L[y] = e 3 tiene
solucién de la forma
Yo () = Are™".

Sea entonces
Yp(7) = Agze ™ + Are
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Derivando se tiene
y,(r) = Age 2 —2Agxe 2 —3A4,e7% v Y, (x) = —4Aje 2+ A4Agre 2 49A e 3.
Luego

Lly|(x) = —4Aoe™™ +4Agze ™ + 94167 — (Ape " — 2Agze ™ — 34,e77)
—6(Agwe™" + Aje™7)
= —51406_233 + 6A1€_3x y

y comparando con e 2% 4 2e73%, obtenemos

Aoz—g y Alz—.

Por lo tanto . .
Yp(x) = —Sxe_% + 56_3x

es la solucién particular buscada.



