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2.10 Ejercicios resueltos del Capitulo 2
Ejercicio 2.10.1 Considere la ecuacién diferencial
y — 2y = a(l+2%), a>1.

a) Encuentre la solucién general.

a .

b) Encuentre la solucién particular que verifica y(1) = -4

¢) Encuentre el intervalo méximo donde la solucién particular anterior estd defi-
nida.

Solucién. a) Reordenando tenemos

dy — y—a

2 /
— = fr— = —,
y—a = (e +o)y dx z(ax + 1)

y separando variables

dy dx dy dx adx
— > = — — .
y—a z(ar + 1) y—a r ar+1

Luego integrando obtenemos
In(y —a) = In(z) — In(az + 1) + In(c) ,

y exponenciando

cx
—a =
Y ar + 1
Por lo tanto la soluciéon general es
cx
r) = a + , ceR.

y(@) ar +1

b) Imponiendo a la solucién general la condicién y(1) = %3, obtenemos
c a a>+a+c )
= —|— > = — cC = —a .

a+1 a+1 a+1 a+1

Luego nuestra solucién particular es

a’x
ylw) = a - az +1
¢) El dominio de la funcién
a’z
y(r) = a —
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es la union de los intervalos abiertos

1 1
}—oo,——{ y ]——,—i—oo
a a
Como a es positivo, el 1 pertenece al segundo intervalo y luego
1
:| ——, +00 [ )
a
es el intervalo maximo buscado.
Ejercicio 2.10.2 Mostrar que la ecuacién diferencial
2x4yyl + y4 — 4.,1/,6

se reduce a una ecuacion homogénea mediante la transformacion y = 2", para cierto
n. Determine el valor de n y resuelva la ecuacién.

Solucidén. Siy = 2™ entonces y' = nz""'2', y sustituyendo en la ecuacién obtenemos
202" (n2"1Y) + 2 = 4a®,

es decir
2nzt 2y = (42° — 2*)dw.

Para que sea homogénea debemos tener 2n — 1 = 2 y 4n = 6. Luego n =

NNV

tenemos la ecuacién homogénea

(425 — 25)dzx = 32"2%dz.

£t L
de 32422 3 z x '

. dz du .
Poniendo z = zu, tenemos — = u + r—, y reemplazando en la ecuacién

Por lo tanto

dx dx
du N 41 1, =3l +4-—ub
rT— = —U - — —UuU = -
dx 3 u? 3 3u?
Luego separando variables
3udu _ dx
ub + 3ud — 4 z
es decir
3u? du dx
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Separando en fracciones
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1[ 3u? du B 3u? du ] _ do
5lut+3-3 w4343 T’
o bien

3u? du 3u? du B Sdx

ud —1 ud +4 T

Integrando obtenemos

ud—1
In
ud +4

y exponenciando

De esta forma

3 z® + 4c
o —c

Ejercicio 2.10.3 La ecuacién

(2z°y — 2y°)dy

= —5In(z) + In(c),

w—-1 ¢
w+4  2b
x5+4c%
u(z) = <x5—c>
(2) x5—|—4c%
2(xr) = =z
° —c
3 3 $5+4C%
o) = (o)t = o (L)

(32° + 32%y*)dw

se reduce a una ecuacién homogénea haciendo un cambio de coordenadas de la
forma x = uP, y = v?, con p,q constantes adecuadas. Encuentre dichas constantes

y resuelva la ecuacion.

Solucion. Tenemos

r=u = dr =piPldu e y =11 = dy = qu7'dv.
Sustituyendo nos queda
(2u*v? — 20°)quT'dv = (3u™ + 3uv*!)pul~'du,
es decir
2q(u?Pv*™t — M Ndy = 3p(u®Tt + wP ) du.
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Al hacer 2¢ = 3p cada término queda de grado 6p — 1. Poniendo 6p — 1 = 1,
1 1

obtenemos p = 3 yq= 3 ¥ reemplazando en la ecuacién

(u —v)ydv = (u + v)du.

Esta ecuacion ya fue resuelta en el Ejemplo 2.6.6, obteniendose la solucién implicita

v 1
tan (2) = ZIn(u?+0?) = c.
arcan<u> 2n(u + v%) c

Luego volviendo a las variables originales, se obtiene que la solucién general cumple

2

1
arctan (%) — §ln(x6 +yh) = c.

1 1
Ejercicio 2.10.4 Haciendo los cambios de coordenadas u = §x2, v = §y2, resuelva

la ecuacién
(222 + 3y* — TNadr — (32° + 2> — 8)ydy = 0.
Solucién. Tenemos

1 1
u:§x2 — du = zdr y U:§y2 — dv = ydy.

Reemplazando en la ecuacién obtenemos
(4du + 6v — 7)du — (6u + 4dv — 8)dv = 0.
Como la solucion del sistema

duy + 6v — 7 = 0 o5 u
6u + 4v — 8 = 0

hacemos el cambio de coordenadas
1
u=s4+1, v=1t+ -,
2
obteniendo la ecuaciéon homogénea
(4s + 6t)ds — (6s + 4t)dt = 0.

Asi
s

ds  3s+2t 37 T2

%_28+3t_2§+3,
t
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] ds z .,
y poniendo s = tz, tenemos pri z+ t%, y la ecuacion

+tdz 3z + 2
z _ = —
dt 22 + 3

Separando variables obtenemos

2 3 2
0 =
2 — t
o bien
2z dz n 3 dz dz 2 i
22 —1 2 \z—1 2+1) ot
Integrando se tiene
3
In(z* —1) + 3 (In(z—1) — In(z+1)) = —21In(t) + In(c),
y exponenciando
3
9 z — 1) 2 c
—1 = —.
(2 ) <z +1 12
Por lo tanto .
(z—-1)2 ¢
(z+1)7 2
Volviendo a las variables iniciales tenemos
5
(=0 _ (=v=3)"
(s+1)7 (u+v—%)§
y finalmente
(a2 —y* — 1)
= ¢.
(a2 +y? - 3)

Ejercicio 2.10.5 Encuentre la solucion general de la ecuaciéon
(x — 2y + 4)de + 22 — y + 2)dy = 0.

Solucion. Como la solucién del sistema

r—2y+4 =0 _ _
2x—y—|—2:()} es v =0, y=2,

para obtener una ecuaciéon homogénea hacemos el cambio de coordenadas

r=u, Yy =uv+2.
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Entonces

y reemplazando, obtenemos
(u — 2v)du + (2u — v)dv = 0.

Para resolver esta ecuaciéon ponemos v = tu, y como dv =
reemplazando en la ecuaciéon obtenemos

(u — 2tu)du + (2u — tu)(tdu + udt) = 0,

es decir
(1 — Hudu + (2 — t)u?dt = 0.

Separando variables se tiene

d 2 — t
L dt
u 1 — 2
_ Z2dt o tdt
I e
dt dt tdt

1+t 1—t + 1—t2’

e integrando

In(u) = In (1—1) - % In(1 — #*) + In(c)

Por lo tanto

Pero

implica

ol

tdu + wudt,
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Luego nuestra solucién estd dada por

(z+y—-2)
(z—y+2)

= Nlw

o bien elevando al cuadrado

(x+y—2)°*
(z—y+2)

Ejercicio 2.10.6 Resolver la ecuacién
dy _ , (r+y+2)’
dx r+y+1)
Solucién. Como el sistema
r+y+2 =20
r+y+1 =20
no tiene solucién, hacemos la sustituciéon = +y = w. Luego dr + dy = du, y
reemplazando obtenemos

du—dz 5 <u+2>2
dx u+1/)

Separando variables se tiene

12
(u+ 1) du = dx
2(u+2)2 + (u+1)2
u? +2u+1 J
———du = dx
3u? 4+ 10u+9
1 2 6u+10 n 2 1 p p
- - ———— | du = do
3 9 3u?+10u+9 27 (u+§) +2
e integrando
1 2 2 3u+5
gu—§ln(3u2+10u+9)+§arctan<u\/—g ) =r +c

Luego nuestra solucién general satisface

1 2 2 3
3 (r+y) — 9 In(3(x+y)*+10(z+y)+9) + %arctan(
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Ejercicio 2.10.7 a) Muestre que la ecuacién diferencial

d
dz T T

se transforma en ecuacion de variables separadas usando el cambio de variables
Yy = vr.
b) Use a) para encontrar la solucién de

dy oy N sec? (%) .

dx x y?

Solucién. a) El cambio de variables
y = vr — —y:v—i-x@-
dx dx
Reemplazando en la ecuacién obtenemos
v+ xj—; = v + 2" f(v),
es decir
dv__ "y
v f(v)

que es de variables separadas.

b) La ecuacién se escribe de la forma

d
T T

dz
Luego m=0,n= -2y f(v) =sec?(v) y la ecuacién queda de la forma
dv 3
L A
v=2sec(v) v
o bién
v? cos®(v)dv = z7%dx.
Como
9 o 14 1, 1 1
/U cos’(v)dv = Y + v sen(2v) + 10005(21}) — gsen(2v) + c,
nuestra solucién v = v(z) verifica
1 2 1 2
61)3 + (UZ—g) sen(2v) + 2005(21}) = —% + c.

Por lo tanto, la solucién y = y(x) de nuestra ecuacion verifica la ecuacién

2 2
4y® + 32(2y* — 2*)sen (_y) + 622y cos (_y) + 122 = c2?.
x x
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Ejercicio 2.10.8 Encontre la solucion particular de la ecuaciéon

3 + 2% 4+ 4e7¥| dy = 0

1
que pasa por el punto (1, 5)

Solucién. Sean

M(x,y) = M + gxy?’ + 61-, N(.’L’,y) — ln(x) + ZUZyZ 4 4672y‘
x 3 yIn(y)
Como o1 X .
il — €Iyt = ——
oy (2, y) () ry B (8:Y)

nuestra ecuacién es exacta. Luego para resolverla integramos M (z,y) con respecto
a x obteniendo

u(z,y) = In(In(y)) In(z) + %xzy?’ + 322 + g(y).

Entonces 5 | ( )
in n(x 9 9 ,
- \T,Yy) = + 'y + gy),
8y( ) yIn(y) )

e igualando con N(z,y) se obtiene la relacién

gy) = 4e7.

1
gly) = —2¢7%, v wu(z,y) = In(In(y)) In(z) + §x2y3 + 327 — 2e7W.
De esta forma la solucién general satisface
Loy 2 -2
In(In(y)) In(z) + 3Ty + 3z° — 27 = c.

1 2
Evaluando en <1, 5) obtenemos ¢ = S — —. Por lo tanto la solucién buscada
e

y = y(x) verifica la ecuacién

1 73 2
ln(ln(y)) ln(l‘) —|— §$2y3 —|— 3:1;‘2 _ 26_2y — ﬂ — ;
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Ejercicio 2.10.9 Demuestre que pu(x,y) = zy?* es factor integrante de la ecuacion
(2y — 6x)dz + (3v — 42’y N)dy = 0.
Use este factor integrante para resolver la ecuacion.

Solucién. La ecuacién multiplicada por u(z,y) = zy? queda

(22y® — 62%y*)dx + (32%y* — 42y)dy = 0. (2.1)
Si
M(z,y) = 2xy*—62%* y N(z,y) = 327" -4y,
tenemos
oM ON
a—y(%y) = 6ay’—122%y y %(x,y) = 6zy? — 122%y.

Asi la ecuacién (2.1) es exacta y por lo tanto u(z,y) = zy? es factor integrante de
la ecuacién inicial.
Para resolver la ecuacién integramos M (z,y) con respecto a = obteniendo

u(z,y) = /M(a:, yydr = 2%y —22%y* + h(y).

Para calcular h(y) imponemos la condicién
du
dy

obteniéndose la ecuaciéon

32%y? —4x®y + h'(y) = 32y’ — 42y,

Luego
h'(y) =0 — h(y) =0.

Por lo tanto
u(z,y) = 2%y’ — 22°y°

y la solucién general de nuestra ecuacion esta dada implicitamente por la ecuacion

2?2yt =223 = ¢, céeR.

Ejercicio 2.10.10 Resuelva el problema de valores iniciales

dy z+y°
dr 2y

, y(0)=1

y determine el intervalo maximo donde esta definida la solucién.
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Solucion. Tenemos

d 2
dy _ Tty < 2ydy = (z + y*)dx <= (v + y*)dor — 2ydy = 0.
dx 2y
Pongamos
oM
M@y) = a+y* = ——=2 y
dy
ON
N = =2 — =0.
(z,y) y 5
Entonces M BN
——— =2 0
oy o W7
y la ecuacion no es exacta. Pero como
oM _ 9N
Oy o= 4
N

depende sélo de z, nuestra ecuacién admite como factor integrante a la funcion
p(z) = e T1dr = g~

Multiplicando nuestra ecuacién por este factor integrante obtenemos la ecuacion
diferencial exacta
e "(x + y?)dx + —2ye “dy = 0.

Luego existe funcion F' tal que
oF - 9 oF
— =€ — = 2ye".
oy — ¢ (@ty) 9 ye
Por lo tanto

F(x,y) = /xe_’”dx+y2 / e dr+o(y) = F(r,y) = —ve ™" —e " —y’e "+ ¢(y).

Pero OF
—2ye™ " = —=0—-0—2ye™ " !
ye 9 ye "+ ¢'(y)
lo que implica

Py) =0 = oy =c,

y entonces

F(z,y)=—2e “—e " —y*e “+ec.

Finalmente como para x = 0 debemos tener y = 1, el valor de nuestra constante c
es 2. Luego la solucién buscada y = y(z) verifica

—re ™l —e " —yteT T +2=0
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lo que implica

y(r)? =2e" —x — 1.
Como y(0) = 1, nuestra solucién es

y(x) =v2e* —x —1.

Para determinar el intervalo maximo donde la soluciéon estd definida, llamemos
f(z) = 2¢* —x — 1. Luego f'(x) =2¢* —1y f'(r) =0 <= = = —In(2). Como
f(=In(2)) =1n(2) >0y f"(xz) = 2¢” > 0, tenemos que f(x) > 0 para todo = € R.
Esto implica que el intervalo maximo donde la solucién esta definida es todo R.

Ejercicio 2.10.11 Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial
(yIn(y) — 2zy)dz + (z+y’e’)dy = 0.
Solucién. Poniendo

M(z,y)=yln(y) —2zy y  N(z,y)=z+y’e,

tenemos
oM _ 9N
oM ON oy T 0w 1
_ _ =1 -2 — _ 9%y or — .
o (w,y) = 5 (2,y) = ln(y) — 22 @) ,
Luego tenemos el factor integrante que depende solo de y
M(q;) y) — g_fidy = e—ln(y) — l .
Y

Nuestra ecuacion multiplicada por el factor integrante es

(In(y) — 22)dz + (g +y2e)dy = 0.

Entonces
u(,y) = [(ny) = 20)de + g(y) = W)z —a* + g(y),
' ou x
a—y(x,y) =57 q9'(y)-
Comparando esto con -+ y%e¥ obtenemos ¢'(y) = y?ev.
Asi

9(y) = /y26ydy =y’ — 2/yeydy = y’e¥ — 2(ye¥ — e¥)

= (y¥—2y+2)e,
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y tenemos

u(z,y) = In(y)z —2* + (> — 2y + 2)e .

Luego nuestra solucién general estd dada por la ecuacion implicita

In(y)r — 2>+ (y* — 2y +2)e! = ¢, c€R.

Ejercicio 2.10.12 Determine las condiciones bajo las cuales la ecuaciéon
tiene factor integrante de la forma u(z,y) = h(z + y).

Solucién. Si pu(z,y) = h(x + y), tenemos

dn(u(z,y) _ W(z+y) . Oln(u(z,y)) _ W(z+y)
Ox h(z +y) dy h(z +y)

y la ecuacion del factor integrante queda de la forma

B (z+vy) - o i
ey V@ = May)] = Foy) - GrEy),
lo que implica oM _ N W(x+y)
KT T Wz +y)
N @) h(z +y) fleme.

Luego nuestra condicion es

oM _ 9N
Oy 9z — .
N (z,y) = f(z +y) (dependa sélo de = + y).

En este caso el factor integrante es
p(z,y) = h(z+y) donde h(u) = el FWdv
Ejercicio 2.10.13 Use lo anterior para encontrar la solucién general de:
(72* + 32%y + dy)dr + (42° + = + 5y)dy = 0.
Solucién. Poniendo

M(z,y) = 72° + 32y + 4y vy N(x,y) = 42 + 2 + 5y,
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tenemos
oM ON
B0 or 3(1 — 322 3
2 (z,y) = L=57) = = fla+y).
N-M —323 — 32?2y +y+x T4y
Luego
3 ff(u)du 3
f(u)za =  h(u)=e = u’,

y nuestro factor integrante es

plz,y) = (z+y)°.

Sea entonces

M(z,y) = (z+y)*M(z,y) = T72°%+ 242y + 302*y? + 162°y> +

32%y* + 423y + 122y + 12293 + 4y* y
N(z,y) = (x+y)>°N(z,y) = 4ab+122%y + 12272 + 423° +
ot + 823y + 182%y% + 162y® + 5y .

De esta forma
u(z,y) = /M(l"a y)de = 2" + 428y + 62°y + 4oty + 2Pyt +
x4y + 4:v3y2 + 6x2y3 + 4g;y4 +9(y),

0
a—Z(x, y) = 42° +122°%y + 122%y% + 42y® + ' + 823y + 182%y% + 163y° + ¢'(y)

y comparando con N(z,y) obtenemos

Por lo tanto
u(z,y) = o7 + 42y + 62°y? + 4o'y® + Pyt + 2ty + 403y + 6227 4 dayt + o,
y entonces nuestra solucion general viene dada en forma implicita por la ecuacién

z" + 425y + 625y% + 4oty + 2Byt + 2ty + 42y 4+ 6270 + 4yt + 45 = ¢, ceR.

Ejercicio 2.10.14 Determine las condiciones bajo las cuales la ecuaciéon
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0

tiene factor integrante de la forma u(z,y) = h(zy).
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Solucién. Si pu(z,y) = h(zy), tenemos

Omu(r,y) _ Way) | OW(ulwy) _ i)
ox h(zy) dy h(zy)

y la ecuacion del factor integrante queda de la forma

h (zy) oM N
N —aM = -0
h(zy) [yN(z,y) — xM(z,y)] o (@,y) = 5 (@),
lo que implica
i (z,y) = lay) _ f(zy)
yN —aM ™’ h(zy) '
Luego nuestra condicion es
oM N
R .
LTE— = 1 .
UN — 2 (x,y) f(zy) (dependa sélo de zy)

En este caso el factor integrante es

w(z,y) = h(zy) donde h(u) = ef J(Wd

Ejercicio 2.10.15 Use lo anterior para resolver la ecuaciéon
y(2*y® 4+ 2)dr + 22(1 — 2%y*)dy = 0.
Solucién. Poniendo
M(z,y) = y(2®y* +2) y N(z,y) = 2x(1 — 2%y?),

tenemos

i B
yN —aM 7y :
Luego
3
flu) = — = h(u) _ of fede =3

y nuestro factor integrante es
pz,y) = (ay)™°.
Sea entonces

M(z,y) = (vy)*M(z,y) = o +207% 2y
N(z,y) = (2y)°N(z,y) = 2207%y > -2y



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 61

De esta forma

ou _o _ ,
a—y(fc,y) = 2272y + ¢ (y),

y comparando con N (x,y) obtenemos

-1

g = -2y = gly) = —2In(y).

Por lo tanto
u(z,y) = In(z) — 2%y~ - 2In(y),

y entonces nuestra solucion general viene dada en forma implicita por la ecuacién

In(z) —27 %y~ *—-2In(y) = ¢, cER.

Ejercicio 2.10.16 a) Demuestre que la ecuaciéon M (z, y)dx+ N (z,y)dy = 0 bajo la

OM 0N

condicién ]—V% = f(z+y?), tiene factor integrante de la forma u(z,y) = h(x+y?).

b) Aplique para encontrar la solucién general de
(32 + 2y + yH)dx + (z + day + 5y*)dy = 0.

Solucidén. a) La ecuacién del factor integrante es

Naln(u) _Maln(u) _ oM ON
ox oy oy C or

Sea z =z + y* y pongamos p = pu(z). Entonces
Oln(p)  Oln(p) 0z 0ln(p)

ox 9z Oz 0z
Oln(p) — dln(p)dz  dln(u) 5
oy 0z Oy 0z v

Reemplazando en la ecuacién del factor integrante obtenemos

dln(p) — OM  ON
oz Oy Oz’

(N —2yM)

o bien ol N
Oln(p) _ &y ~ 5
0z N —2yM
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Luego la condicién para tener un factor integrante de la forma u(z,y) = h(z + y?)

es que
oM _ ON

oy ox — 2
N oyl fla+y?).

b) Tenemos
M(z,y) = 3z + 2y +y?, N(z,y) = x + 4zy + 5y°.

Por lo tanto
OM 9N

oy —ow 1
N —2yM T+ y?’
es decir
Oln(p) 1
9z z’

lo que implica
wz) =z = ple,y) = o+y°

Nuestra ecuacién multiplicada por el factor integrante es

(322 4 22y + day® + 2y + y)dw + (2 + 42y + 62y® + 4oy’ + 5yt )dy = 0.
Entonces
u(z,y) = /(3:v2 +2xy +4ry® + 200 +ydr = 2P+ 2ty 4202y 20y oyt +g(y)

lo que implica
ou
a—y(a:, y) = 2”4 42’y + 6xy® + 4oy’ + ¢'(y) .

Comparando con la ecuacién diferencial obtenemos

Por lo tanto
u(z,y) = 2* 4+ 2%y + 222y + 20y + 2yt + 4/

y nuestra solucién general estd dada implicitamente por la ecuacién

23+ 2%y 4+ 2227 + 220 + oyt +9y° = ¢, c€ER.

Ejercicio 2.10.17 Resolver la ecuacién diferencial
(72'y — 3y%) dr + (22° — 9wy")dy = 0,

sabiendo que existe un factor integrante de la forma z™y".
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Solucioén. Nuestra ecuacion multiplicada por z™y" es
(7xm+4yn +1— 3xmyn+8) dr + (me+5yn o 9xm+1yn+7) dy =0
. Poniendo

M(z,y) = 7™ ™yn +1—32™y""® v N(z,y) = 22™y" — 9™y *7

b

tenemos
oM
ON
= 2(m + 5)a™ Y™ — 9(m + 1)y

Por lo tanto la ecuacion serd exacta si

7Tn+1) = 2(m+5)
3(n+8) = 9(m+1),

lo que implicam =2y n=1.
Luego
M(z,y) = 72%® = 32%° y N(z,y) = 227y — 92",

Integrando M (z,y) con respecto a x obtenemos
u(@,y) = ay* — 2%y + h(y).

Asi

ou
a_y(xa y) = 2$7y - 9x3y8 + h,(y) )

y comparando con N(z,y), concluimos que
h'(y) = 0 = h(y) = 0.
Por lo tanto la solucién general en forma implicita es

P —2%y° = ¢, ceR.

Ejercicio 2.10.18 Encuentre la solucién general de la ecuacion de Bernoulli

d 1
d—i + 5 tan(z)y = —xsen(z)y®.
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Solucién. Dividiendo por y~3 obtenemos

_3dy

1
T + 5 tan(z)y~? = —asen(z),
y nuestro cambio de coordenadas es
dz dy
-2 -3
z = = — =2y "=,
Y dz Y dx
y por lo tanto
1 3dy  1dz

y:ﬁ Y Y de T 2dn

Reemplazando en nuestra ecuacion y multiplicando por —2 tenemos la ecuacién
lineal

d
d—; — tan(x)z = 2zsen(zx) .

Primero resolvemos la ecuacion homogénea

d_; = tan(z)z.

Separando variables obtenemos

e _ tan(z)dzx ,
z

e integrando

In(z) = — In(cos(z)) + In(c) :ln< ‘ > ,

cos(x)
y exponenciando

c

cos(z)

Buscamos entonces una solucién de la ecuaciéon no homogénea de la forma

z(r) = o(z)

 cos(x) '
Reemplazando en ella obtenemos la relacion

()

cos(x)

=2zsen(r) = () = 2wsen(z)cos(z) = xsen(2x),

e integrando por partes
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1 1 1 1
c(x) = /:vsen(Qx)dx =3 cos(2x)—l—§ /cos(?:v)d:v =3 cos(2x)+isen(2x)+c.
Por lo tanto

—swcos(2x) + gsen(2z) + ¢

cos(x)

2(r) =

b

y luego

—sxcos(2z) + sen(2z) + ¢ '

y(x) = [ \J cos(x)

Ejercicio 2.10.19 Resolver el problema de valor inicial

v o= S0 =2yt =], (o) = 1.

Solucion. Esta ecuacion es del tipo Bernoulli y la podemos escribir de la forma

1 1
v+ gy = 31 - 2t)y*,

y multiplicando por y~* nos queda

_ 1 _ 1
y4y'+—y3:§(1—2t).

3
Sea u = y 3 Porlotanto v’ = =3y~ Yy y y Yy = —3u'.
Reemplazando obtenemos
1,1 |
W+ Cu= (1 — 20,
3¢ gu = 5l )

o bién
u —u =2 —1, u(0) =1,
La solucion de la correspondiente ecuaciéon homogénea es

up(t) = ce'.

Usando el método de variacién de parametros, buscamos soluciéon de la ecuacion
no-homogénea de la forma
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Luego debemos tener

dt)e =2t — 1 = dt) = (2t — 1)e".

Asi
c(t) = /(2t — De7ldt = —(1 + 2t)e™ + ¢,
y por lo tanto
u(t) = —(1 + 2t) + cret.
La condicién inicial »(0) = 1 implica ¢; = 2. Obtenemos asi
ut) = —(1 + 2t) + 2",

y entonces
3
y(t) = [~(1 + 2t) + 2¢'] .

Ejercicio 2.10.20 Considere la ecuacién diferencial
y +20—-2)y — y* = 2(z—2).
a) Encuentre solucién particular de la forma y = Az + B.

b) Encuentre la solucién general.

¢) Encuentre la solucién particular que pasa por el punto (2,2) y el intervalo
maximo donde esta definida.

Solucién. a) Poniendo y;(z) = Az + B tenemos y;(x) = A y reemplazando en
la ecuacion

A+ 2(1-2)(Av+B) — (Av+ B)? = x(z —2),
es decir
A+2B—-B*> + (2A—2B —2AB)z + (=24 - A%)2? = —21 + 27,

que implica
A=-1y B=1 = ylx) =1-z.

1
y=1—-2+ —-
z
Tenemos
dy 1 dz
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y reemplazando en la ecuacién obtenemos

1 dz

z

-1 — 2 2(1 —x) <1—x+%> — (1—35 + l>2 = z(x —2),

que se reduce a

Por lo tanto

dz

R
dx

2(r) = —x + ¢

Luego la solucion general de nuestra ecuacion es

ylx) =1 — = +

1

c—2x

c¢) Para encontrar la solucién que pasa por el punto (2,2) debemos tener

2 =1-2+

> = —.
c—2 ¢ 3

Luego la solucién particular buscada es

yo(z) = 1 — o +

7—3z’

7 7
y como 2 < 3 el intervalo maximo donde estd definida es ]—oo, 3 [

Ejercicio 2.10.21 Para x > 0 considere la ecuacién de Riccati

yl + 6—2xy2

2x

1
(1 4dr 42y = —S (14 o+ 227+ 27)
T T

a) Encuentre solucién particular de la forma y,(z) = ** (Az + B).

b) Encuentre su solucién general.

Solucién. a) Si

tenemos

y'(z) =
e y(x)? =

T

L b dr 4202 yla) =

y(z) = e (Av + B),

e* [A+2B + 2A4z],
e* [B* + 2ABx + A*r?],

6290

—— (1 + 42 +22°) (Az + B)
T

eZz

——[B + (A+4B)x + (4A+2B)2* + 242%.
T
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Luego reemplazando obtenemos

2x 2x

& (ta+2%4a%) = S [B + 2Ba + (24+2B—24B) 2 + (24— A?) 27|,
X X

y por lo tanto

De esta forma la solucién particular es
yi(z) = ¥ (z+1).
b)  Como es una ecuacién de Riccati hacemos el cambio de coordenadas

1
Y1+ —-

<
I

Entonces

P = G + 22 )
—%(1+4x+2x2)y(a§) = —%(1+4x+2x2) [y1(z) + 0(156)17
y reemplazando en la ecuacién obtenemos
o) = 25 4 e 2 + 2
il — T2 (o) + os] = S,
donde f(z) = —=" (1 +a + 222 +2°).
Es decir
yi(z) + e Py (n)? — E(1+4x+2x2)y1(a§) -
Z;gl + e y’;g)) + 0(1)2] - §(1+4x+2x2)$ = f(@).

Como y;(x) es solucién, la relacién anterior se reduce a

—2x yl(a“) 1
TR T vae

1 1
— —(1+4x+22>)—— = 0.
x(+x+x)v(x)
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Multiplicando por v(x)? se obtiene

L (14 4o+ 20%) v(a)

V() = e Ry (z)v(z) + 1] — -

1
(14 4z +22%)| v(x) + e 2

— ) —2z =
e Ty (x) .

1
= ——[1+27]v(z) + e .
T

Luego tenemos la ecuacion lineal

v'(z) = —%[1+2x]v(x) + e ¥,

cuya solucion es

v(r) = e a(@)de {/ e~ a@)de =22 g0 o )

donde a(z) = —1[1+ 2u].
Como .
/a(x)d:v = —/ E[1+2x]dx = —(In(z) + 2z),

Tenemos

1 —2z 2z —2x

v(iz) = —e {/xe e —i—c}
T
1, [?
= 56 [? + C]

Luego la solucion general de la ecuaciéon original es

2xe’®

210 €K

y(x) = ¥ (x+1) +



