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Capitulo 12

Ecuaciéon de Laplace

12.1 Funcilones armonicas

Las ecuaciones elipticas aparecen cuando se estudian procesos estacionarios, es decir,
que no dependen del tiempo. Como sabemos, en el caso de ecuaciones lineales de
segundo orden definidas en una regiéon A del plano z,y son de la forma

Au = Ay(z,y)uy + As(z,y)uy + g(z,9),

donde
AU = Ugy + Uy,

es el operador Laplaciano aplicado a u.
Las mas frecuentes son:

Au = 0 ecuacién de Laplace,

Au = A(z,y) ecuacién de Poisson .

Consideraremos sélo problemas definidos en un cierto dominio A C R? con ciertas
condiciones de contorno dadas sobre su frontera 0A. Pueden ser de tres tipos:

i) Condiciones de Dirichlet: — u/ on = /-

.o o . . a_u _
ii) Condiciones de Neumann: ~ %¢/, = f.

(% es la derivada segun la normal exterior a la frontera)
iii) Condiciones de Robin:  (u+ h 5= Ou) /(9A f,con, heR

Nos restrigiremos bésicamente a las del tipo i) para las ecuaciones de Laplace.
Las soluciones clasicas de la ecuacion de Laplace en un dominio A son las lla-
madas funciones armdnicas.

Definicion 12.1.1 Una funcidon v : A — R se dice arménica en una region A
st u tiene derivadas parciales de sequndo orden continuas en A y verifica

Au=0.
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Estas funciones tienen una propiedad muy util: bajo condiciones bien generales
alcanzan su maximo y su minimo en la frontera de la regién. Mds precisamnente:

Proposicién 12.1.2 ( Principio del Mdzimo) Sea u una funcién armdnica en un
dominio bidimensional acotado A que es continua en A = AU OA Entonces u
alcanza su valor mdzrimo en OA .

Demostracion. Sean

M = valor méximo deu en OA 'y

My, = valor maximo dewu en A.

Si My > M ; es decir, si el valor méximo de v en A no se alcanza en la frontera
OA , sea (xg,y0) € A un punto interior de A tal que

u($07 yO) = maxiu(:c, y) = MO .
(zy)eA

Sea R > 0 tal que A esté contenida en la bola de centro (z¢,%) y radio R,y
consideremos la funcién

o(e,y) = ule,y) + o (o~ 7 + (g~ ).

Por lo tanto, v(xg,yo) = u(zo,yo) = My, y si (z,y) € OA, entonces

My—M 1
Esto implica que v también alcanza su valor maximo en un punto interior de A.
Ademas,
My— M My — M
Um+vyy=um+uyy+2TZQT >0.

Ahora, como v posee un valor maximo en A, la correspondiente matriz Hessiana
debe ser negativa definida, es decir,

Vg < 0 y

Ugx Ugy >0
)

Uzy Uyy

Por lo tanto
Upg " Vyy >0 == 0y <0 = g + 1y, <0,

lo cual es una contradiccién. Luego el valor médximo de u tiene que alcanzarse en

OA .
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Corolario 12.1.3 ( Principio del Minimo) Sea u wuna funcién armdnica en un
dominio bidimensional acotado A que es continua en A. Entonces u alcanza su
valor minimo en OA .

Demostracion. Aplicar la proposicién anterior a —u .

Observacion 12.1.4 FEstos resultados son vdlidos para dimensiones mayores.

Consideremos el problema de Dirichlet

Au = 0
u/aA = f,

donde A C R? es un dominio acotado.

(12.1)

Proposicién 12.1.5 La solucién de (12.1), si existe, es unica.
Demostracién.  Sean uq,us soluciones de (12.1). Por lo tanto,
Au; = Auy =0
u/pn = U2/yy = [

Ahora como, u; y us son armoénicas en A, también w = u; — us es armonica en
Ay w/aA = 0. Por lo tanto w = 0 en A, ya que w alcanza su maximo y su
minimo en OA. Esto implica que u; = us.

Proposicién 12.1.6 La solucidén de (12.1), si existe, es estable.

Demostracién. Sean v; y v, armoénicas en A tales que
Ul/aA:fl y U2/6A:f2'

Entonces w = v; — v, es arménica y w/aA =fi—fo.
Si consideramos la norma del supremo,
| fi = foll= max | fi(z,y) — folz,y) |,

(z,y)eA

tenemos

max_w(z,y) < ||fi — f2|| (Principio del Médximo)
(z,y)eA

min w(z,y) > —||fi — fo| (Principio del Minimo).
(z.y)eA

Por lo tanto
lw(z,y) | < ||fi—foll V(z,y) €A,

lo que implica

| vi(z,y) —ve(z,y) | < || fi = fol| VY(z,y) €A.
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Corolario 12.1.7 Sea (un)nen una sucesion de funciones armdnicas en un do-
minio acotado A de R?, que son continuas en A, y sea (fn)nen sucesion de fun-
ciones tales que:

tn/gy = fn-

Entonces, si f, — f uniformemente en OA, tenemos que u, — u uniforme-
mente en A .

Demostracion. Como f,, — f uniformemente en OA, entonces dado ¢ >
0,3N € N tal que si n,m > N, se tiene ||f, — fml < €.

Por lo tanto, VYn,m > N tenemos que ||u, — un|| < €, lo cual implica que (ty,)nen
es de Cauchy y, por lo tanto, convergente.

12.2 Ecuacién de Laplace en el disco
Consideremos el problema

Au = 0,
u(a, ) = f(0),

lim, o u(r,f) < oo.

0<r<a, 0<60<2m,

Para poder usar separacion de variables, ocuparemos coordenadas polares. Sea
z=rcos(f), y=rsen(d).

Entonces

r=yz?+y?, 0= arctan(%) ,

y tenemos las derivadas

r. = r, =
T /w2—|—y2 ’ Y /w2+y2 ’
—y . z

Hz x2+y2 b 0:!/ x2+y2 I
2 2
— Yy _ x
Tex = 3 ’ r - 3
(22+y2) N C
0 2xy - —2zy
TT (@®+y2)? ; vy (@ +y2)?
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De esta forma

Ugy = Upr (Tx)Q + 2“7‘«9 Ty em + Ugo (01')2 + Uy Ty + Ug 01‘1‘
2 2
T Ty
= Upp —5— — 2U +u
TRty T (@)t (@)
2
Y Yy
Up ———————— F Uy ————
"@ry)i @+ )2
Uy = Upr (Ty)° + 2urg Ty Oy + gy () + tr Ty + Up Oy
2 2
Y Ty x
= U + 2u +u +
TRy T @) (@ PP
x? Y
Up ———————— — Uy ————— ,
" (2% + yQ)% ’ (22 + y?)?
y luego
1 1
Ugg + Uyy = Upp + Ugg + Uy

a4 y? Vi +y?
= Urr+—2u(99+—ur.
r r

Asi el operador Laplaciano en coordenadas polares asume la forma

1 1
Au =ty + —up + —ugp -
r r

Ademas debemos imponer las condiciones de periodicidad:
u(r,0) = u(r,2m), wue(r,0) = ug(r,2m).

Asi nuestro problema es:

Au = 0; 0<r<a; 0<6<2m,
u(a,0) = f(0); lim,_o u(r,0) < oo,
u(r,0) = wu(r,2n); 0<r<a,
ug(r,0) = wug(r,2m); 0<r<a.

Sea u(r,8) = M(r) - N(f) . Entonces debemos tener:

r’M"(r) +rM'(r)+ AM(r) = 0,
N"(0) = AN(H).

Como las condiciones de frontera en la variable r no son homogéneas, utilizamos
N(6) para definir el problema de autovalores. Se tiene:

u(r,0) = wu(r,2r) = M(r)-[N(0)—-N(@27)]=0 = N(0)=N(2n),
ug(r,0) = wuy(r,2r) = N'(0) = N'(2n).
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Por lo tanto, N () debe ser solucién de autovalores:

N"() = AN(9),
N(0) = N(2n),
N'(0) = N'(2m),

cuyas soluciones son:

N()(H) == ]_ )
N}Ll)(ﬁ) = cos(nb), A =-n*> neN=NUO.
NP(#) = sen(nf),

Observe que el autovalor nulo tiene asociada una autofuncién, mientras que para los
restantes existen dos.
Reemplazando en la ecuacion diferencial para r, se obtiene:

r*M!(r) +rM.(r) — n*M,(r) =0, ,Vn € N*. (12.2)

Para n =0, la solucién es

My(r) = Co + DylIn(r) .
Para n € N, la ecuacién (12.2) es una ecuacién de Euler cuya solucién es:

M,(r) = Cpr™ + Dyr™".
Entonces, cada uno de los productos:

Co+ Doln(r), (E,r"+ F,r ")sen(nf), (C,r"+ D,r™")cos(nf)

son soluciones de la E.D.P. que verifica las condiciones de periodicidad.

Como antes, construimos la solucién mediante una serie formal:

1 o0
u(r,0) = 5Co + Dyln(r) + Z(C’n ™ + Dpr ") cos(nd)

n=1
o)

+ Z(En r™ + F,r")sen(nf),

n=1

donde las constantes arbitrarias C, , D, , E, , F, se determinan de las condiciones
de frontera:

D(): 0
lim, ,ou(r,f) <oo = D,= 0, neN,
F,= 0, neN.

£(6) = u(a,0) = &

70 + Z Cra” cos(nf) + Z E,a"sen(nd)
n=1 n=1
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Luego,
Co = L[2f(s)ds

Cn = %= 02” f(s)cos(ns)ds = a "¢,
E, = = 027r f(s)sen(ns)ds = a "d,
Se obtiene finalmente:
u(r,0) = = Co + Z ( ) [cn cos(nb) + d,sen(nd)] . (12.3)

12.3 Convergencia de la Serie de Fourier: Ntcleo
de Poisson

Supongamos f(#) continua en [0, 27]. Si | f(6) |< %, entonces
[Col = |7 ()d8|</€, y
len| = ‘%fo cos(ns)ds | < k, Vn €N
|d,| = |1 fo s)sen(ns)ds |< k, Vn € N.

Consideremos entomces la sucesién de funciones (u,(r,8)),en< definida por:

Uy = % , Un(r,0) = (£>n (¢, cos(nB) + d,sen(nb)) .

Entonces para todo n € N* se tiene
r
| up(r,0) | < 2kp" para 0< —<pyg<1.
a

Luego, por el Criterio de Convergencia de Weierstrass, la serie

Z Un (7, 0)

converge unifirmemente y absolutamente en cualquier disco cerrado contenido en el
disco abierto de radio a. Por lo tanto, u(r,f) definida como en (12.3), estd bien
definida.

Por otra parte para todo n € N* |

U,
or

Esto implica que

- e non
= |5 (5)" (cacos(nd) + dusen(nd))| < 257 55"

> % (r,0)

n=1
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converge absolutamente y uniformemente en todo disco cerrado contenido en el disco
abierto de radio a.

Lo mismo sucede con las series que se obtienen derivando dos veces, término a
término, con respecto a r y 6, respectivamente.

Luego, como cada u,(r,f) es arménica, tenemos que u(r,d) definida como en
(12.3), es armonica en todo punto interior del disco de radio a.

Reemplazando los valores de Cy, ¢,,d, en (12.3) tenemos

u(r,0) = 217r f(s)ds + %i (g)n ( 0% f(s) cos(ns)ds) cos(nf)
+ %Z: <£>n ( 027r f(s)sen(ns)ds) sen(nf)
= % " f(s)ds

+ Z / f(8)[cos(ns) cos(nB) + sen(ns)sen(nh)]ds

" 1+22( ) cos(n —s))] f(s)ds

2m
Pero

0o r\n fo%e) _~
1 2 (_) 6 — = 1 (_) n(6—s) —n(0—s)e
23 (5) amtalo =) = 1+ 30 (1) o)

T ,(6—s) [ef(afs)z

= 14 2o + T

a? —r?

a? — 2arcos(d — s) + 2

Por lo tanto

1 2w a2 _ 7,,2
= — ds .
u(r,9) 27 /0 a? — 2ar cos(f — s) + r? J(s)ds

Observacién 12.3.1

1 2w a? o 7.2

— ds = 1.
2 J, a® —2arcos(f — s) +r?
En efecto, si f(f#) =1, los coeficientes de Fourier son ¢y =2, ¢, =d, =0, lo que
implica que u(r,f) =1, para 0 < r < a. Entonces
1 f2m a2 — 12

u(r,0) = f(0) = o J,  a®—2arcos(d — s) + r? (f(s) = f(8)) ds-
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Como f es continua en [0,27], lo es uniformemente. Luego, dado ¢ > 0, existe
d =46(g) > 0 tal que

10— sll <& = [If(0) = Fs)]| <e.

Por otra parte, si ||§ — s|| > 4, se tiene

2 _ .2
lim (a T)

=0.
r—a (a2 — 2ar cos(0 — s) + r?)

Por lo tanto, existe 7o tal que,si 0 <7rp<r<ay ||#—s| >J, entonces

(@ = 1)

(a2 — 2ar cos(f — s) + r2)

< €.

Luego para 0 <7y <r < a tenemos

1 a? —r?
21 Jg_s>5 @ — 2ar cos(f — s) + 12
1 a? —r?

+ 5 | £(0) — f(s) | ds

21 Jjg_s)<s 0> — 2ar cos(0 — s) + 12

| u(r,0) — f(0) | < | £(0) — f(s) | ds

1
< %[2”592?0?55@ [ fO) ] + €
= ¢[14+2 max_| f(0) ]].

0€[0,27]

Por lo tanto,

limu(r,0) = f(0).

T—a

Asi hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicién 12.3.2 Si f es continua en [0, 27|, existe una inica funcion armonica
u(r,0) que verifica u(a,0) = f(0) para todo 6 € [0,27]. Esta funcion es:

ummzilw v f(s)ds = (Prx £)(0).

27 a? — 2ar cos(f — s) + r?

donde
1 a? —r?

P0) = —
r(6) 271 a? — 2ar cos(0) + 12

(nicleo de Poisson)

Ejemplo 12.3.3 Resuelva la ecuacion de Laplace

Au = 0; 0<r<l1l; O0<@<2nm
u(1,0) = 0, lim, o u(r,6) < oo.
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Solucién.  Entonces nuestra solucién es de la forma (12.3) con

1 2w
Cy = —/ sds = 2w,
T Jo
1 27
Cn = —/ scos(ns)ds = 0
T Jo
1 [ 2
d, = —/ ssen(ns)ds = ——.
™ Jo n

Por lo tanto
n

u(r,f) = m — 2 Z T—sen(nﬁ).
n=1

n

Ejemplo 12.3.4 Resuelva la ecuacion de Laplace

Au = 0; 0<r<l; 0<@O<2rm
u(l,0) = sen*(6), lim, o u(r,0) < oo.
Solucién. Como 5 .
sen’(f) = 1 sen(f) — 1 sen(30),

comparando con (12.3) tenemos

Co=0; ¢, =0, VneN;

3 1
dy=0, VneN-{1,3}, di=5; d=-7-

Por lo tanto,

1
u(r,0) = eren(&) -1 3 sen(36) .

Ejemplo 12.3.5 Resuelva la ecuacion de Laplace

Au = 0; 1<r<3; 0<f<2n
) = 0,
u(3,0) = cos(30) + sen(50) .

Solucién. Nuestra solucién formal es

u(r,0) = %Co + Dgln(r) + Z(Cﬂ ™ + Dpr ") cos(nd)

n=1
oo

+ Z (E,r™ + F,r™")sen(nf).

n=1
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Para calcular el valor de las constantes imponenmos las condiciones de frontera.

1 o
0 = u(1,0) 200 + ;(C’n + D,) cos(nf)
+ ) (E. + F,)sen(nf),
n=1
implica
00:07 Dn: Cna Fn: En: Vn >1
Ademas
cos(30) +sen(50) = u(3,0) = Doln(3) + Y _ (3" — 37") C, cos(nd)
n=1
+ ) (3" + 37") Eysen(nd)
n=1
1
DOIO, ngm, Cn:(), Vn;«é?),
1
E5:W, E'n:Oa Vn#5
Por lo tanto la solucién es
1 B -
u(r,0) = W(r?’ — r7%) cos(30) + W(rf’ — 77 %) sen(50) .

12.4 Ecuacion de Laplace en un Rectangulo

Au = 0:0<zx<a;0<y<b

u(0,y) = fi(y);ule,y) = f2(y) ;0 <y <b
u(z,0) = fa(z);u(z,b) = fau(z);0<z<a.

Como en este problema ninguna de las condiciones de frontera es homogénea, des-
componemos en los siguientes dos problemas.

1. Condiciones de frontera homog’eneas en la variable z .

Aul = 0;0<z<a;0<y<b
u'(0,y) = 0=u'(a,y);0<y<b
u'(2,0) = fs(z) ;0! (z,b) = fu(z) ;0<z < a.
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2. Condiciones de frontera homog’eneas en la variable v .

Au'l = 0;0<z<a;0<y<bd
"0,y) = fily);u'(a,y) = foly) ;0 <y <b
T(r,0) = 0=ul(z,b);0<z<a.

Cada uno se resuelve mediante separacién de variables y, obtenida la solucién en
ambos casos, la suma serd soluciéon de nuestro problema.

Problema 1 u!(z,y) = M(z) - N(y)
Obtenemos

M"(z) = —AM(z)
N'(y) = AN(y) = 0.

Imponiendo las condiciones de frontera para x, obtenemos el problema regular de
Sturm-Liouville

M"(z) = —AM(x)
M) = M(a) = 0
Por lo tanto,
2,2
M,(z) = sen(% T) ;A = I conneN
Sustituyendo,
., n2m?

cuyas soluciones son:
nm nm
N,(y) =C, cosh(; y) + Dnsenh(z Y) -

entonces los productos u,(z,y) = M,(z)N,(y)conn € N, son soluciones de la E.D.P.
que verifica las condiciones de contorno en z.

Ponemos como siempre

= tnle0) = 3 (Coco (2T y) + Dysenh (1)) s ).

n=1

Para determinar C,yD),, ,conn € N, imponemos las condiciones de contorno en vy .

u'(x,0) ZC sen (

2
= /0 f:;(s)sen(?)ds = a,(zl)
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> b nmb nmw
I(z,b) = - . cosh(Z22) + Dsenh (X2 nr
u' (z,b) = fu(z) ;(Ccos(a)+ sen(a) sen(ax)
Luego,
b b 2 [
C’ncosh(ni)—i—Dnsenh(ni) = —/ f4(s)sen(@)ds
a a af, a
= a?
De donde,
D — (2) _ asz ) Cosh(mrb)
" senh (")
Asi tenemos que,
) (2) — oW cogh (nmb
Z a ) cosh mry)+ an cosb ) -sen(@),
— senh (") a

donde

2 a

al) = a/o ﬁ(s)sen(?)ds
2 a

@ = 5/0 h(s)sen(?)ds

Observacion 12.4.1 El problema 2 se resuelve de manera similar.

12.5 Ejercicios resueltos
Ejercicio 12.5.1 Resuelva la ecuacién de Laplace

Au = 0; 0<r<l; 0<@O<2nm
u(1,0) = 00 —2m), lim, o u(r,0) < oco.

Solucién. Nuestra solucién es de la forma

1 o0
u(r,0) = g Co+ E " [, cos(nf) + dysen(nb)],
n=1

101
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con
1 27 8
_ —9mM)ds = ~n?—14
Co T /0 (s ™) ds 37T i
1 2w
¢, = _/ s(s — 2m) cos(ns) ds
™ Jo
o 2w
= 7 - =T [ 20wy st s
B 2 cos(ns) s2m 1 /27r
Y [ (s=m) n /0 T 0 cos{ne) ds
2 lsen(ns) ,2«] 4
= o [”J”TJFT/O} T2
1 2w
d, = _/ s(s — 2m)sen(ns) ds
T Jo
1 cos(ns) s2m 1 [*7
o [ s(s — 2m) T/o - ﬁ/o 2s=m) COS(nS)dS]
2 sen(ns) /2r 1 [*" —
= e [ s = 0.

Por lo tanto

4
u(r,0) = §7r — 21 + 42 — cos(nf) .

Ejercicio 12.5.2 Resuelva la ecuacion de Laplace

Au = 0; 0O<r<a; 0<560<73
u(a,d) = sen(f) cos(f),
u(r,0) = wu(r,5)=0.

Solucién. Nuestra solucién formal es

1 o
u(r,0) = 5C’O + Dgln(r) + Z(Cﬂ ™ + Dpr ") cos(nd)

n=1

+ Z (E,r™ + F,r™")sen(nf).

Para que la solucién sea acotada cuando » — 0 debemos tener
Dy=0vy D, =F, =0 Vn>1.
Luego
u(r, 0 —Co + Z "[Cy cos(nf) + E,sen(nd)].
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Pero
1 =~
0 = u(r,0) = 500 + z_:lr cC, = C, =0 Vn>0,
y o
0 = =Y "By (-1)" = By =0 Yn>0.
n=0
Entonces o
u(r,0) = Z 2" Eyp, sen(2n0) .
n=1
Finalmente
1 [e.e]
sen(f) cos(f) = 58611(20) = u(a,f) = Z a*™ By, sen(2nf) ,
n=1
implica
1
2a?

Por lo tanto nuestra solucién es
2

1
u(r,8) = E%sen(%)

Ejercicio 12.5.3  Resolver el problema

%u  0%u

@—i_a—yQ:O’ O<z<nm, O<y<m

bajo las condiciones
uz(0,y) = uz(m,y) = u(z,7) = 0,u(z,0) =x.

Solucién.  Poniendo u(x,y) = M(x)N(y), y separando variables obtenemos las
ecuaciones
M"(z)+AM(z) = 0
{ M0)=M'(r)=0
Los correspondientes autovalores y autofunciones son entonces respectivamente
A =1y M, (z) = cos(nz), n > 1.
De esta forma la ecuacién en y queda de la forma

N"(y) = AN(y) = 0.

Ny(y) = n°Na(y) =0, n>1
cuya solucion general es

N,p(x) = a,, cosh(ny) + b,senh(ny) .
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Luego nuestra solucion formal es

u(z,y) = Z[an cosh(ny) + bysenh(ny)] cos(nz) .

n=1

Imponiendo las condiciones iniciales u(z,0) = z y u(z,7) = 0, tenemos

M8

a, cos(nx)
n=1
y o0
0 = Z[an cosh(nm) + bysenh(nm)] cos(nx) .
n=1
Por lo tanto
2 [T 2 1
n= = dr = = —((-1)" =1
a 7r/0 x cos(nx)dx - nz(( ) )
y
b~ g cosh(n)
" senh(n)
De esta forma
2 1 h
== 2_: n_ —1)" — 1)[cosh(ny) — %senh(ny)] cos(nx) ,
o bien
2 1 senh(n(m — y))
T nz::l n? -1 senh(nm) cos(n).

Ejercicio 12.5.4  Encuentre la solucién de la ecuacion de Laplace

AuU=Ugp + Uy, =0 0<z<7m, 0<y<l,
ug(0,y) = ug(m,y) =0, 0<y<1,

u(z,0) = cos(z) —cos(3z), 0<z<m,
u(z,1) = cos(2z), 0<z <.

Solucién.  Como tenemos las mismas condiciones de frontera homogénea en la
variable z, tenemos la solucién formal

(e o]

u(z,y) = Z[an cosh(ny) + b,senh(ny)] cos(nz) .

n=1
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Entonces ©
cos(z) — cos(3z) = u(z,0) = Z a, cos(nz),

n=1

implica

ap = 1,a3 = -1y a, =0 VneN-{1,3}.
Ademds
cos(2r) = u(z,1) = Z[an cosh(n) + b,senh(n)| cos(nz)
n=1

= [cosh(1) + by senh(1)] cos(z) + bysenh(2) cos(2x)

+ [~ cosh(3) + b3 senh(3)] cos(3z) + Z b, senh(n) cos(nz),

n=4
implica
cosh(1) 1 cosh(3)

by = ——=, by = — by = by =0 Vn>4

! senh(1)’ senh(2)” °  senh(3) Y "
Luego nuestra solucién es

h(1
u(z,y) = [cosh(y) — szshgli senh(y)| cos(z) — senh(2) senh(2y) cos(2z)

+ [—cosh(3y) + ;32181}}18;

senh(3y)] cos(3z) .

Ejercicio 12.5.5 Encuentre la solucion de la ecuacion de Laplace correspondien-
te a una regién exterior

Au = 0, r>1, 0<60<2m
u(r,0) = wu(r,2m), ug(r,0) = ug(r,2m), r>1
ur(1,0) = cos*(f) — 2, 0<f<2r
u(r, 0) permanece acotada cuando 1 — 00
Solucién. Poniendo u(r,f) = M(r)- N() y separando variables obtenemos las

ecuaciones

N"(6) — AN(8) = 0

r2M"(r) + rM'(r) + AM(r) = 0 { N(0) = N(2m), N'(0)

N'(2m)
Por lo tanto las autofunciones y autovalores son, respectivamente

NS)(O) = cos(nh) A = =0, n=0,1,2,---
N2P®) = sen(nb)
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Reemplazando el valor de A = A\, en la ecuacién en r obtenemos
r*M!(r) + rM.(r) — n’M,(r) = 0
cuya solucién general es

My(r) = Cy + Dyln(r), para n=0, y
M,(r) = Cpr™ + Dpr™™, para n>1.

De esta forma tenemos la solucién formal

u(r,0) = (C’o + Dgln(r Z " + D,r~")cos(nd) +
Z(Enr" + F,r ")sen(nf).
n=1
Pero
Dy = 0,
lim u(r,f) < co = C, = 0, n>1,
T—>00

E, = 0, n>1.

Luego
u(r,8) = i + ZDnr cos(nf) + ZF r~"sen(nh) y
’ 2 n=1
—ZnDnr_”_lcos(nH) - ZnFnr_"_lsen(nH).
n=1 n=1
Luego debemos tener
cos*(f) — 3 = —ZnD cos(nd) ZnF sen(nf) .
8
Pero
3 1 3 1 3
- = (1 20))2 — = = ~(1+ 2cos(2 2(20)) — =
cos* () g 4( + cos(26)) S 4( + 2cos(26) + cos”(26)) 3
1 1 3
= =~ + -cos(20) + = (1 40)) —
i 2cos( 0)+8( + cos(46)) g
1 1
= —cos(20) + gcos(40)
Luego
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Entonces nuestra solucién es

1
u(r,0) = %C’O - ir‘Z cos(26) — 3—27“_4 cos(46) .

Ejercicio 12.5.6 Sea A una constante. Resolver la ecuacion de Laplace

Ugg + Uyy =0 O<o<7m,0<y<l1
u(z,0) = Az, u(z,1)=A O<z<m
uw(0,y) =u(my)=Ay 0<y<l.

Solucién.  Para obtener condiciones de frontera homogénea en x, hacemos un
cambio de funcién de la forma

u(z,y) = Mz + Ny + v(z,y).
Entonces

Ay = u(0,y) = Ny + v(0,y) = N = A,

Ay = u(my) = Mm + Ay + v(m,y) = M = 0.

Asi el cambio de funcién es

Adems3s

v(z,1) = u(z,1)— A= 0.
Luego nuestro problema es
VUgg + Vyy = 0 O<z<m,0<y<l1

v(z,0)=Ax,v(xz,1) =0 O<z<m
v(0,y) =v(m,y)=0 0<y<l.

Poniendo v(z,y) = M(z)N(y), y separando variables obtenemos las ecuaciones

{ M"(z)+ AM(z) = 0 N"(y) = AN(y) = 0.

MO)=M(n)=0

Los correspondientes autovalores y autofunciones son entonces respectivamente
An =1y M,(z) = sen(nz), n > 1.
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De esta forma la ecuacion en y queda de la forma
Ni(y) = n®No(y) =0, n>1
cuya solucién general es
N, (z) = a, cosh(ny) + b,senh(ny) .

Luego nuestra solucién formal es

o0

v(z,y) = Z[an cosh(ny) + bysenh(ny)]sen(nz) .

n=1
La condicién

Az = v(z,0) = Zansen(m:),
n=1

implica
A e
a, = —/ xsen(nx) dz
T Jo

- ? [_m Cos;nx) /: + %/OW cos(na) dx]

%(_1)%

La otra condicién

0 = v(z,1) = Z[ancosh(n)—l—bnsenh(n)]sen(n:v),
n=1
implica
cosh(n) A cosh(n)
by, = —an = —(=1)"- i
¢ senh(n) n( ) senh(n)
De esta forma
= (=1)" cosh(n)
u(z,y) = —A ~— [cosh(ny) — senh(ny)]sen(nz),
; n ) senh(n) (ny)lsen(nz)
o bien o

(=1)" senh(n(1 —y))
n senh(n)

sen(nx) .



